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ПРЕДИСЛОВТЕ. 


Хотя на русскомъ языкЪ имфется уже нЪеколько курсовъ и тракта- 
товъ по теори вфроятностей, тЪмъ не мене я рфшился издать свой 
курсъ, какъ въ интересахъ моихъ слушатедей, такъ главнымъ образомъ 
потому, что мое изложеше имфеть свои особенности, благодаря кото- 
рымъ студентамь университетов, для которыхъ этоть курсъ предназ- 
начается, не трудно будетъ, какъ мнЪф кажется, въ сравнительно ко- 
роткое время усвоить главных основаня и главные методы анализа в%- 
роятностей, 

Изъ приложенй я ограничиваюсь только однимь, имфющимь важ- 
нЪйшее значене въ опытныхъ и наблюдательныхь науках — именно 
способомъ наименьших квадратовъ, знать который необходимо вефмъ 
лудентамь математикамь; друмя-же приложешя къ практическимъ во- 
просамъ, могущия интересовать спещалистовъ практиковъ, болфе умфетны 
въ трактатахь, посвященныхь соотвфтственно этимъ спешальнымь во- 
просамь. Что касается самого изложен!я способа наименьших» квадра- 
тов, то оно совершенно отличается отъ прежнихъ. Принимая во вни- 
манше, что способъ наименьшихь квадратов даеть, какъ теперь вефми 
признано, не вфроятнЪйшия значеня неизвфетныхъ, а лишь лучи!я въ 
томъ смыслЪ, что предфлы погрЬшности выводовъ, полученныхъ по эт0- 
му способу, оказываются наитЪенфйшими при одинаковомъ нисшемъ през 
ДЪлЪ для вфроятности въ вихъ заключаться, —я могь воспользоваться 
замфчашями профес. С. П. Ярошенко на счеть вывода теор этого 
способа и прямо приступилъ къ самому общему случаю его примфие- 
вя. Не смотря на это, все таки я думаю, что это новое изложеше по- 
требуеть не больше усилй, для овладЪвя этимъ предметомъ, отъ сту- 
дентовъ послфднихь семестровъ, (каковымъ обыкновенно и читается 
этоть предметь), чфмъ еслибы ему была предпослана обычная пропе- 
девника, которая только увеличила бы объемъ книги и отняла бы лиш- 
нее время у читателя. 

При выработкЪ этого курса я пользовался больше всего собетвенны- 
ми записками, составленными по лекщямъ акад. П. Л. Чебышева, ко- 
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торыя я имфль счасле слушать въ весенвйй семестрь 1865 г., и его 
мемуарами, а затБмь уже и другими русскими и иностранными сочи- 
нешями и мемуарами по этому предмету, знакомство съ которыми дало 
мнЪ возможность еще болЪфе оцфнить этоть куреъ Чебышева. Въ своихъ 
лекщихъ однако я нашелъ цфлесообразнымъ допустить различныя изм%- 
неншя и отступлешя, такъ что и покойный знаменитый учитель мой, 
которому я показываль свой курсъ въ 1887 г., нашель его въ значи- 
тельной мфрЪ уклонившимея оть тогдашняго своего, прибавивъ, что и 
онъ позднЪе читаль иначе, чЪмъ тогда, когда я его слушаль. При 
этомъ онъ высказаль ту мысль, что по его мнфи!о теперь нужно пере- 
строить всю теоршю вфроятностей. За такое дфло, не считая себя сие- 
шалистомъ въ этомъ предметЪ, понятно, я взяться не могь, а ограни- 
чился лишь тЪми исправлешями, которых отвЪфчали моимъ силамъ. Изу- 
чить такой предметь, который нердко представлялъ значительныя труд- 
ности и хорошим математикамъ, по краткому куреу нельзя; во уни- 
верситетсве курсы общаго характера и имЪютъ назначешемь своимъ 
лишь заложить прочный фундаментъ основательнаго знаши, которое 
прюбрЪтаетея уже потомъ внимательнымь изученемъ капитальныхъ с0- 
чинен!Й по избранной наукЪ и собственными изслфдовашями различ- 
ныхь вопросовъ ея. Сообразно съ этимъ и я въ моемъ куреВ старался 
0о возможности ясно изложить лишь общёя основашя и методы теор 
вЪроятностей, не вдаваясь въ подробную разработку различныхь чает 
выхъ вопросовъ и задачь. Насколько мнф это удалось, предоставляю 
судить знатокамъ этого предмета. 
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ВВЕДЕНИЕ. 


1. Если мы знаемъ вс услоыя необходимыя и достаточныя для 
наступлен!я извфстнаго событя, а также, что въ данномъ случаЪ веб 
онф выполнены, то наступлеше ожидаемаго событ!я для насъ достовтрно, 
т. е. не подлежитъ сомнфи!ю; равнымъ та ненаступлене событя 
для наеъ достовфрно, когда мы знаемъ, Что не веф изъ необходимыхь 
и достаточныхь услошй его появлев!я выполнены въ данномъ случа». 
Такъ, напримръ имЪя предъ собою сосудъ, содержащий, какъ мнЪ из- 
вфетно, только бЪлые шары, и вынимая одинъ изъ нихъ не смотря, я 
увфренъ, что вынутый шаръ будетъ бфлый; вынуте бЪфлаго шара изъ 
такого сосуда будетъ собые достовЪрное; если я имфю предъ собою 
неполную колоду картъ, т. е. „безъ двоекъ“, какъ говорятъ, то выни- 
мая карту на удачу, я увфренъ, что двойка не попадется; невынуте 
двойки будеть событе достовфрное для меня. 


2. Но чаще бываеть, что мы или знаемъ только часть условй не- 
обходимыхъ и достаточныхъ для наступленя извЪстнаго событя, или-же, 
хотя и знаемъ ихъ всЪ, но не знаемъ всф-ли они выполнены въ дав- 
номъЪ случаЪ; тогда мы не имфемъ увфренности, что ожидаемое событ!е 
непремфино наступить, ибо это зависить отъ того, выполнены или нфтЪ 
остальныя необходимыя и достаточных для наступлешя ожидаемаго со- 
быти усло, на счеть которыхъ мы ваходимся въ неизв®етности: 
если они веЪ выполнены, то собы\е непремфвно наступить; если не всЪ 
выполнены, то навфрно оно не наступить; слфдовательно собыпе 
можеть быть, можеть и не быть. Такое событ!е, которое можеть 
быть, но не навфрно, называется въроятнымь. Такъ, если я знаю, что 
въ сосудЪ, стоящемь предо мною, имфются бфлые шары, но не знаю 
веЪ-ли они бфлые, или же тамъ есть шары и другихъ цвЪтовъ, то вы- 
нимал наудачу шаръ изъ сосуда, я не имЪю увЪренности, что онъ бу- 
детъ бфлый, хотя и можетъ быть таковымъ,—ибо можеть попасться и 
шаръ другого цвЪта; въ этомъ случа, вынут!е бфлаго шара будетъ со- 
быте вфроятное, а не достовфрное, какъ въ примфр$ предъидущаго $. 
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Равнымъ образомъ, имя предъ собою полную колоду картъ и вынимая 
из удачу карту, я неимЪю увЪренности, что вынутая карта не будеть 
изЪ „двоекъ“, ибо теперь можеть попасться и такая; въ этомъ случа 
невынуте двойки будеть собыемъ только вфроятнымъ, но’ не досто- 
вЪрнымъ. 


3. Различныя событ я, только возможныя, но недостовфрныя, вообще 
въ различной степени вФроятны. Напримфръ вынут!е фигуры изъ пол- 
ной колоды картъ предетавляется намъ событемъ менфе вфроятнымъ, 
чмь вывуте простой карты, ибо фигуръ всего 12 въ колодф, а про- 
стыхъ карть 40; вынут!е туза еще менфе вЪфроятно, ибо ихъ всего 4 
въ колодЪ. Итакъ, вЪроятности различныхъ событй не одинаковы, мо- 
туть быть больше или меньше; слфдовательно въроятность есть вели» 
чина, а потому можетъ сдфлаться предметомъ математической теор, 
какъ скоро будеть найденъ способъ измфревшя вфроятности, выражешя 
ея числомъ, 


4. Положимъ, что въ сосудЪ находится 100 бфлыхъ шаровь и дру- 
тихь не имЪется: вынуте бЪ%яаго шара изъ такого сосуда — событе 
достовфрное. Опустимь туда одинъ черный шаръ: вынут!е благо шара 
уже перестанеть быть достовфрнымъ событемъ, однако будеть весьма 
вфроятнымъ, ибо противъ 100 бфлыхъ шаровъ только одинъ черный. 
Если мы будемъ прибавлять по черному шару, то вфроятность вынут я 
благо шара съ каждымъ новымъ прибавленнымъ чернымъ шаромъ бу- 
деть все уменьшаться, тогда какъ вЪроятность вынут! я чернаго шара, 
сперва очень малая, будетъ все возрастать. Когда окажется въ сосуд 
на 100 бЪлыхъ шаровъ такое-же число 100 черныхъ, то обЪ вЪроят- 
ноети сравняются, ибо нфтъ причины ожидать появлен!я бЪлаго шара 
скорфе чфмъ чернаго, когда усломя одинаковыя: и тЪхъ и другихъ 
шо 100 штукъ. Слфдовательно когда изъ двухъ событ, взаимно-исклю- 
чающихъ одно другое (какъ черное и бЪлое), на долю каждаго прихо- 
дится по половинЪ всего числа шансовъ, вфроятности этихъ событй 
равны. Вынуть изъ полной колоды крёёную карту собыме столь же 
вфроятное, какъ и вынуть черную, ибо тёхъ и другихь поровну въ 
колодЪ. Если въ сосудЪ кромЪ бфлыхъ и черныхъ шаровъ имфются и 
шары другихъ цвЪтовъ, но черныхъ столько же, сколько и бЪлыхт, то 
опять вфроятность вынуть черный шаръ будетъ та же, что вынуть 6%- 
лый, ибо нЪть причины ожидать появленя бфлаго шара скорфе чмъ 
чернаго. Итакъ, если числа блаопруятствующить ожидаемому событю 
случаевь для двухь событёй равны при одинаковомь числь всъть равно- 
возможныхь случаевь, то и втроятности этить событий равны. Зам%- 
тимъ, что общее число вефхъ случаевь здЪсь не при чемъ: вфроятность 
вскрыт!я орла равняется вфроятноети векрытйя рЪфшетки въ игр въ 
орлянку, какъ вфроятность вскрыт!я красной карты равняется вфро- 
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ятноети вскрытя черной карты, будеть-ли колода полная или не пол- 
нал, хотя общее число вефхъ случаевъ булетъь различно въ каждомь 
изъ этихъ примфровъ: въ первомъ 2, во второмъ 52, въ третьемъ 36, 
и это потому, что число благопргятствующихь каждому изъ двухъ воз- 
можныхъ событШ случаевъ въ этихъ примфрахъ одинаковое. 


5. Нредположимъ теперь, что изъ числа вефхъ шаровь въ сосудЪ 
одна треть черныхъ, а двф бфлыхъ: въ этомъ случаЪ на каждый чер- 
ный шаръ приходится по два бфлыхъ, и потому вфроятность векрытя 
благо шара намъ представляется вдвое большею вфроятности вскрыт! я 
чернаго. Если-бы одна четверть вефхъ шаровь была-бы черные, а 
остальные три четверти бЪфлые, то на каждый черный шаръ приходи- 
лось-бы по три бфлыхъ, и вфроятность векрытя благо шара была-бы 
въ три раза болфе вфроятности векрытйя чернаго, и т. д. Еще при- 
мфръ: положим, имфемъ два сосуда А и В, содержащихь каждый по 
10 шаровъ, изъ которыхъ 4 бЪлыхъ въ каждомъ, а остальные черные; 
очевидне, что вфроятность вывуть бфлый шаръ изъ сосуда А будеть 
такая же, какъ и вфроятность вынуть б$лый шаръ изъ сосуда В, ибо 
услойя тождественныя. Пусть теперь изъ 10 шаровъ въ 4 будеть 8 
бЪлыхъ, тогда какъ въ В ихъ будеть 4; тогда вЪроятность вынуть 
бЪлый шаръ изъ сосуда А будетъ вдвое болфе вфроятности вынуть 6%- 
лый шаръ изъ сосуда В, ибо на каждый бфлый шаръ въ послфднемъ 
приходится по два бЪлыхъ въ первомъ. Такимъ образомъ при одина- 
ковомь числь всъхь равно-возможныхь случаевь втроятности пропоршо- 
нальны числамь блеопрятствующихь ожидаемому событ случаевь. 
Такъ вЪроятности вынуть фигуру и выпуть простую изъ полной ко- 
лоды карть пропорщюнальны числамъ 12 и 40, ибо фигуръ 12, а про- 
стыхь картъ 40 въ полной колодЪ. Для неполной колоды карть тЪже 
вфроятности пропорщональны числамъ 12 и 24, ибо вефхъ карть въ 
ней 36, и изъ нихъ 12 фигуръ, а 24 пцостыя. 


6. Пусть теперь въ сосудЪ А 10 шаровъ; изъ нихъ 5 бфлыхъ, осталь- 
ные черные; въ сосудЪ В веЪхъ шаровъ 20, изъ которыхъ бВлыхь 
тоже 5, остальные черные; такимъ образомъ здфсь одинаковое число 
благоприатствующихь ожидаемому событ!ю вынут!я бфлаго шара случаевъ, 
тогда какъ число всфхъ случаевь различное, Прибавивъ въ сосудь А 5 
бфлыхь и 5 черныхъ шаровъ, мы не измфнимъ вфроатности вывуть 6%- 
лый шаръ изъ этого сосуда, ибо опять половина всего числа будуть 
бфлые; но теперь въ сосудЪ А будетъ вефхъ шаровъ столько, сколько 
и ВЪ с0судЪ В, но бфлыхъ уже 10, слЪдовательно вдвое болфе; слдо- 
вательно по пред. $ вфроятность вывуть бФлый шаръ изъ сосуда А 
вдвое‘ больше вфроятности вынуть его изъ сосуда В. Отсюда заклю- 
чаемъ, что иры одинаковомь числь беалопраятствующиль ожидаемому 
событёю случаевь втроятности событй обратно-пропориюнальны  чи- 


а = 


сламь всъль равно-возможныхь случаевь (т.е. и благопр1ятствующихъ со- 
бытю и исключающихъ его). Такъ вЪроятности вынуть фигуру изъ 
полной и неполной колодъ картъ отяосятся какъ: 


36:52 =9;13. 


7. Это законъ обний и не зависитъ отъ того числа благопраятствую- 
щихъ елучаевъ, которое мы предположили въ примфрЪ предъидущагто $. 
Пусть въ сосудф А изъ 10 шаровь 3 бфлыхъ, а въ В изъ 20 шаровъ 
3 бЪлыхь. Означая вфроятности вывут!я бЪлаго шара въ случаф предъ- 
идущаго $ чрезь р ид, & въ настоящемь случаЪ чрезь Ри © соот- 
вфтетвенно, будежь имфть по предъидущему $: 


но изъ $ 4 имфемъ: 

Р:р=3:5, (2) 
ибо общее число вефхъ шаровъ въ сосуд А въ обоихъ случаяхъ оди- 
наковое—10, и 


1:0=5:3, (3) 


ибо общее число вефхъ шаровъ въ сосудЪ В въ обоихъ случаяхь оди- 
наковое—20; перемножая эти три пропорщи, по сокращен! и получимъ: 


Р:0=2:1, (3) 
т. е. отношеше Ри © и въ этомъ случаф обратное отношен!ю чисель 
везхъ шаровъ въ сосуд А къ таковому въ сосудф В. 

8. Если теперь въ сосудЪ А всего » шаровъ и изъ нихъ я бФлыхъ, 


а сосудф въ В всего  шаровъ и изъ нихъ 1 бфлыхъ, то вфроятности 
риа вынуть бфлый шаръ изъ сосудовь А и В будуть пропорщю- 


з т т, 
нальны отношешниь ит. е. будетъ: 
» 


т 1 
рат: (1) 


ДЬиствительно, предполагая > Ё, возьмемь трет!й сосудъ С, въ 
которомь было-бы п шаровъ, но изъ нихъ 1 бфлыхъ; тогда, означая 
чрезъ х вфроятность вынутЁя благо шара изъ сосуда С, мы будемь 
имЪть по $ 4: 

р:"=т:1, (2) 
ибо общее чиело шаровъ въ сосудахъ А и С одинаковое, именно #, 
и пе $ би 7: 

7:9=:т, (3) 


= — 
ибо въ обоихъ сосудахъ Си В бфлыхъ шаровъ по 1; перемножая (2) 
и (3) и сокращая, получимъ: 

р:а=т:т; (4) 
раздфляя оба члена второй части на произведеше ий, получим: 


о ВН 
Е . 
что и требовалось, доказать. 

9. Изъ этой пропорщи получаемъ: 


в (ть) (1) 


Если примемъ за единицу вроятностей вЪроятность вынут!я бЪлаго 
шара изъ сосуда В, въ которомъ на Х шаровъ приходится 1 бфлыхъ, 
т. е. примемъ 4 = 1 вфроятностей, то вЪроятвость р выразится числомъ: 


НЕ 
5 (2) 


Эта формула значительно упростится, если за единицу вЪроятностей 
принять вфроятность вынут!я благо шара изъ сосуда, для котораго 
1=, слЪдовательно въ которомъ всф шары бЪлые, т. е. если за еди- 
ницу впроятностей принять достовтрность; тозда въроятность вынуть 
бълый шаръ изъ сосуда А, въ которомъ изо всего числа м шаровъ 


т 
бЪлыхъ числомъ т, выразится дробнымъ числомъ Е 


1 
=|2 


, ° в) 


т. е. отношенеемь числа случаевь блалоптятствующихль ожидаемому со- 
бытю къ общему числу всъхь равно-возможныхь случаевь, т.е. и до- 
пускающихъ и исключающихь событе. Достовфрносеть выразится въ 
этомъ случаЪ числомъ 1; это есть высший предфлъ для числа выра- 
жающаго вфроятность, ибо оно всегда правильная дробь; 0 есть нис- 
пИЙ для того числа, выражающаго вфроятность, и означаетъ, что со- 
быте, для котораго р=0, совефмъ невфроятно, другими словами— 
достовфрность не быть событю. Такимъ образомъ вфроятность вывуть 
ее" 8 

52 13" 


фигуру изъ полной колоды картъ будеть вфроятность вы- 


: 40 _ 10 у 
нутя простой карты будетъ 52—13} вфроятность вынутя фигуры 


«ав. 


изъ неполной колоды (безъ двоекъ,) будетъ не у а вфроятность вы- 


36 8 
я 4 _3 Е 
нут!а простой о вЪроятность вынут! я пиковаго туза изъ полной 


1 о 
колоды 52, вфроятноеть вынут!я валета какой бы то ви было масти 


4 1 
52—13 ит. д. Еели въ сосуд К красныхъ шаровъ, { бфлыхъ, т 


синихъ, накойень п желтыхъ, то вЪроятности вынуть: 


в 
красный шаръ будетъ р, >ЕрРИрив! 
й 
бвлый , при я! 
син ” » Рз 2 


В ЕеЕтеЕи' 


желтый „ 


3 
ори 

Дли опредфлешя вфроятности событи нужно вЪрно сосчитать число 
случаевъ благоприятствующихь ожидаемому событю и число вофхъ воз- 
можныхь случаевъ, и первое число раздЪлить на второе, 

10. Но ири счет случаевъ, какъ благопрятствующихь ожидаемому 
событ!ю, такъ и вефхъ возможныхъ, необходимо прежде всего изсл%- 
довать надлежащимь образомъ равно-возможность этихъ случаевъ, ибо 
иначе можно придти къ ошибочному выводу. Примфровъ такихъ оши- 
бочныхъ опредфленй вЪроятности исторя науки о вфроятностяхь 
представляеть много; большое число ихъ читатель найдеть въ 
„Твое 4ез ртофаьйиз“ раг У. Ветгаюа. Рахв, 1889; мы ограничимся 
однимъ примфромъ, ошибкою д’Аламбера. Въ игрЪ, извфетной подъ 
именемъ орлянки, бросають монету и смотрятъ, что вскроется: орелъ 
или рЬшетка; оба эти событя равно возможны, ибо монета имфеть 
только дв стороны, изъ которыхъ на каждую одинаково легко можеть 
упасть, и, какъ каждому изъ нихъ благопрятствуеть одинъ изъ двухъ 
равно-возможныхь случаевь, то вфроятность вскрыя какъ орла, 


такъ и рЬшетки будеть =. Предположимъ теперь, что ищетея вЪ- 
роятность векрытйя орла при двукратномь бросавш монеты. Д’Алам- 
беръ такъ разеуждаль: возможны так!е три случая: 


1) орель съ перваго разу; бросать еще разъ не нужно; 
2) рёшетка, орелъ; 
3) рёшетка, рьшетка; 


— 9% — 


два случая, первый и второй благопр!ятетвуютъ ожидаемому событю— 
векрытёя орла; трет неблагопраятствуеть; слЪдовательно вфроятноеть 
вскрытя орла при двукратномъ бросан!и монеты будеть 

2 


3 


Но это невЪрно, ибо первый случай имфеть другую вфроятность чмъ 
каждый изъ остальныхъ, именно двойную противъ вЪфроятности каж- 
даго изъ этихъ послФднихь; ибо вфроятность вскрыт!я орла съ перваго 


1 
раза есть =, вфроятность каждаго изъ остальныхь двухъ случаевъ 2) 


1 
и 3) есть * На счеть перваго случая— это мы сейчаеъ видЪли; что же 


касается вЪроятностей остальныхъ двухъ случаевъ, то она найдется 
такимъ образомъ: при двукратномь бросаши монеты равновозможны 
четыре случая: 

орель—орелъ; 

орелъь— рЬшетка; 

рЬшетка— рЪшетка; 

рЬшетка—орель, 
всего 4; слфдовательно вФролтность каждаго отдфльнаго „случая есть 


1 е 
го Изъ этой таблицы видно, что благопрятствующихь ожидаемому со- 


быт, вскрыто орла при двукратномъ бросанйи монеты, случаевъ всего 
три, & воъхъ равновозможныхъь случаевъ 4; слЪдовательно искомая 
вфроятность будеть, 


е 
т. 


Часто вфроятности невфрно опредфлялись велфдстше не отчетливой 
постановки вопроса; такъ и въ этомь случаЪ вопросъ слЪдовало бы 
такъ поставить: найти вфроятность, что при двукратномъ бросан!и мо- 
неты орелъ вскроетея не менфе одного раза; тогда Д’Аламберъ не ска- 
залъ бы, что въ случаЪ появлешя орла съ перваго раза, второй разъ 
бросать не нужно. 


11. Въ болфе сложныхъ задачахъ вычислене какъ всфхЪъ возможныхь 
случаевъ, такъ и благопрятствующихь ожидаемому событио, есть за- 
дача комбинаторнаго анализа; однако весьма часто вычисленшя этого 
анализа оказываются весьма запутанными и продолжительными; но есть 
кромЪ того много и такихъ вопросовъ теори вЪфроятностей, которые 
совефмъ не могуть быть рьшены при помощи этого анализа, потому 
что число всфхъ возможныхь случаевъ очень велико, иногда безконечно 
велико. Рьшене вопросовъ теори вфроятностей въ этихъ случаяхь 


ЕЕ 


невозможно безъ знашя общихъ законовъ, которымъ подчиняются в$- 
розтности, а также и безъ помощи выешаго анализа. Теорёя впроят- 
ностей имфетъ своимъ предметомъ изся5доваше этихъ законовъ и си- 
стематическое изложеше наиболфе употребительныхь общихъ премовъ 
и методовъ для рьшеня различныхь вопросовъ, касающихся вЪроят- 
ностей. Во многихъ курсахъ разематриваются также приложен!я теор 
вЪроятностей къ различнымъ практическимь вопросамъ; мы ограничимся 
лишь однимь приложешемь ея, именно способомь наименьшихь 
квадратовъ, какъ имЪющимь огромное научное значене, находя при- 
ложеня къ житейскимьъ вопросамъ болфе умфетными въ сочиненяхъ 
имъ посвященныхъ, подобно тому, какъ и различныя приложешя Тео- 
рм эллиптическихь функщй къ разнымъ областямъ Анализа, Геометрии, 
Механики, нын разсматриваются въ этихъ наукахъ, а не входять въ 
курсы Теорш эллиптическихь функщй. 


ГЛАВА 1-я. 
Основные законы Теорм Вроятностей. 


12. Освовныхь законовъ теори вфроятностей четыре: яервый опре- 
дЪляетъ вфроятность случиться одному изъ н®еколькихъ несовмЪстныхь 
событй, когда даны вфроятности каждаго; второй—вфроятность совпа- 
деня нЪеколькихь событй, третйй— опредфляетъ вфроятность причины 
наблюденнаго событ!я; четвертый опредфляеть вЪроятность будущаго 
событя на основаши наблюденнаго, когда они имфютъ одинаковыя при- 
чины. Примфнеше ихъ проходить чрезь всю теорю вЪроятностей, и 
потому знаше ихъ очень важно: оно облегчаеть ръшеше болфе’ слож- 
ныхь вопросовъ даже и изъ числа такихъ, которые могуть быть р%- 
шевы съ помощю комбинаторваго анализа. Разсмотримъь ихъ по по- 
рядку, начиная съ перваго. 

13. Два событёя называются несовмЪстными, когда не могутъ насту- 
пить заразъ; такъ карта не можеть быть заразъ и фигура, и простая; 
слЪдовательно вынут!е фигуры и вынуте простой карты два событя 
несовмЪстныя; напротивь вынуте фигуры и вынуше красной карты 
суть событ я, которыя могутъь быть совмЪстны, ибо фигура можеть быть 
красной масти. Первый законъ касается несовифстныхь событй и вы- 
ражается такимъ образомъ: 

1. „Вфроятность случиться одному изъ нфеколькихь несовмфстныхь 
событй равна сумм вфроятностей этихъ событй“; т. е. 1. Еели Е, 
Е,,... Е, суть несовмЪстныя событйя и вфроятности ихъ соотвЪтствен- 
но суть 


1: Ро» Рь» (1) 


то вфроятность Р случиться одному изъ нихъ равна сумм ихъ вЪро- 
ятвостей: 


РЕ ЕР, -- а. (2) 


— № 


Вь самомъ дёлЬ, по приведеви дробей (1) къ одному знаменателю. 
будемь имфть: 


р=—_, 8, 2-3 , (3) 


слфдовательно изъ и случаевъ т, благопраятетвують событю Ё,, т, со- 
быти Е,,... т, событио Е,; слФдовательно случаевъ благопрятетвую- 
щихъ которому нибудь изъ нихъ безразлично, будетъ 


тт... -Нт,; (4) 


отношене этого числа къ числу » веЪхь возможныхь случаевь и бу- 
деть искомая вфроятность Р’ случиться одному изъ нихъ; 
тт, ... т 
р анны, (5) 
в 
а это по раздЪлени каждаго члена на п по (3) и приведется къ (2). 


Примту». При условяхъ послФднаго примфра $ 9 вфроятность вы- 
нуть красный или си шаръ безразлично, будеть 


: р НЫ 
Вии ЕРЕт в ПЕРЕта. 


Частный случай закона: Если вЪроятности (1) событй Е, Е,,... Е, 
равны: ы 


р=р,=... =Р,=Р, (6) 


то вфроятность Р случиться одному изъ нихъ будеть равна произве- 
деню р на , число событ!: 


Р=\р. (7) 
Примюрь ВЪроятность вынуть бубновую фигуру изъ полной колоды 


3 
карть = а; Такова-же вфроятность вынуть фигуру каждой изъ осталь- 


ныхъ мастей; слфдовательно вЪроятноеть Р вынуть фигуру какой бы 
то ни было масти будетъ по (7): 


согласно съ раньше найденнымъ. 


2: 5 = 

Друой частный случай закона, который мы отмфтимъ, это когда изъ 
событй Е,, Е,,..- Е, одно непремфнно должно случиться; въ этомъ 
случа РЕ, и равенство (2) обращается въ такое: 


в. =! (8) 


Если имЪфется только два взаимно-исключающихь событй Е и Е, 
вфроятноети которыхъ р и 4, то (8) принимаеть такой видъ: 


р-ч=1. (9) 


Таюя два собышя Е и Ё, взаимноисключающия одно другое, изъ ко- 
торыхъ одно непремфнно должно случиться, называются прямо-проти- 
вопожными; изъ (9) находимъ 


Г, (10) 

т. е. вроятность пе быть событию, равна вфроятности быть событию 
прямо-противоположному. 

Примпрь фигура и простая двф вещи прямотивоположныя, исклю- 


чающ!я одна другую; когда я вынимаю карту, то она будеть непре- 


мЪнно или фигура или простая; и дЪйствительно сумма вфроятностей 
ихъ равна единиць: 


18 с 1 ля полной колоды; 
база ь 
12 24 


36 +36 =1 для колоды безъ двоекъ. 


14. Съ помощию этого обновнаго закона приходимь къ вБрному 
опредЪлению вфроятности въ задачЪ $ 10, если даже будемъ разбивать 
событе на виды по д’Аламберу: вскрыте орла съ перваго раза—в%- 


1 ы. 1 
ролтность >; вскрые орла со второго — вфроятность -,, какъ мы ви- 


дЪли въ $ 10; слЪдовательно вфроятвость векрытЁя орла при двукрат- 
номъ бросаши монеты безразлично съ перваго или со второго раза бу- 
деть равна сумм этихъ вфроятностей: 


Эдо 
74-4 


согласно съ прежде найденнымъ. Прямопротивоположнымь событемъ 
будеть невскрыт!е орла при двукратномъ бросанёи монеты ни разу; его 
вБроятность 


— На = 


ЗЧ 
УРА 
что представляеть вФроятность случая рьшетка—рёшетка. 
15. Иногда ищутъ относительную вфроятность событй. Если им\- 
ются собымя Е,, Е,,.-.. Е,, вфроятности которыхъ суть р;, рэ, - +: Фр» 


и мы интересуемся только, положимъ, первыми тремя Е,, Е,, Ё,, то 
относительныя вфроятности ихъ выразатся формулами: 


мы Зо 
РРР о ВЕРЬ ВЕРЬ 


а) 


ДЪйствительно, пусть по приведеши къ одному знаменателю вефхъ 
т; 
р, будемъ имфть: ся ; для опредЖленя относительныхь вфроятно- 


стей событй Е, Е,, Е, изъ вефхъ п возможныхъ случаевь надобно 
имфть въ виду только зи, случаевь приводящихъ къ Е, т, случаев 
приводящихь къ Ё,, и т,, приводящихь къ Е,, всего т, -- т, ту 
случаевъ; тогда искомыя относитёльныя вфроятности будуть соотвЪт- 
ственно: 


т ы 3 


т т, т, с т, -- т, -- т. ; т тт, : @) 


т, 
раздфляя чиелителя и знаменателя на п и имЪя въ виду, что вЫ, 
мы и приходимъ къ формуламъ (1). 


Примпръ. Въ случаЪ послфдняго примЪра $ 9 относительныя вЪро- 
ятности вынут я краснаго или бЪФлаго шаровъ будуть: 


2 в р 1 


ры К ыы Е" 


16. Второй основной законь теори вфроятности опредфляеть вЪро- 
ятность совпаден!я событй. 

И. „Если Е и Е суть два событя, р и дихъ вфроятности — посл д- 
няя въ предположени, что событе Е имфло мЪето, то вЪфроятность 
совпаден!я событй Е и Е равна произведен ра ихъ вфроятностей“. 

Прежде чфмъ приступить къ выводу этого закона, нужно объяснить, 
почему здфеь 4 вфроятность событйя ЕЁ, вычисленная въ предположении, 
что собые Е имфло мЪето. ДЪло въ томъ, что вфроятность собымя Е 
въ ифкоторыхъ случаяхъ зависить отъ того, имфло-ли мфето собые Е 
или не имфло. Такъ, если я вынимаю карту изъ колоды и возвращаю 


= 


ее назадъ, то вфроятность векрытёя фигуры во второй опытъ будеть х 
та же, что ивъ первый; если же я вынутую карту откладываю въ сто- 
рону, то вфроятность вынуть фигуру во второй опытъ будетъ зависЪть 
отъ того, вышла-ли она въ первый опытъ или нЪфть; если нЪть, то 
изъ числа 51 оставшихся въ колодЪ картъ фигуръ будетъ 12, и вфро- 
2 
ятность вынуть фигуру во второй опыть будетъ г если же въ пер- 
вый опытъ вышла фигура, то ихъ останется только 11 на 51 карту, 
и вфроятность вскрыт фигуры во второй опытъ будеть т; такимъ 
образомъ въ этомъ случа вфроятность собымя Е—вынуть фигуру 
во второй опытъ, зависить отъ того, имфло-ли мфето собыйе Е— 
вынуть фигуру въ первый опытъ, или нфть. Въ первомъ случа, когда 


1 
вынутая карта возвращается въ колоду, к какъ и р, такъ что 
р и ааа р, т 


вфроятность того, что въ оба опыта попадется фигура, въ этомъ слу- 
чаф по второму закону будетъ: 
12\® 
= ‚ (а) 


тогда какъ во второмъ случаЪ, (когда вынутая карта откладывается 


12 
Р=ра= = 


и 
въ сторону), будетъ =» и слЪдовательно: 


12 11 
Р=Р-4= 55-51. (5) 


Эти выводы иль общаго закона нетрудно провфрить въ настоящемь 
случаЪ при помощи комбинаторнаго анализа. Когда карта возвращается 
вЪ колоду, то всефхъ возможныхь случаевь будеть 52 Ж 52 = (52), 
ибо каждая карта второго опыта можеть соединиться съ каждою,. вы- 
ходящею въ первый опыть; благопрятствующихь случаевь будетъ 
12Ж12, ибо каждая фигура во второмъ опытф можеть выйти послЬ 
каждой вышедшей въ первый опытъ; слфдовательно искомая вфроят- 
ность, что фигура попадется въ оба опыта, будеть: 


ых. (в о 
52Ж582 \52/’ 


и: 


согласно съ (а). Во второмъ случа, когда вышедшая карта отклады- 
вается въ сторону, за каждой, вышедшей въ первый опытъ изъ 53, мо- 
жеть послЬдовать во второй лишь каждая изъ остальныхь 51 карть; 
слфдовательно вефхъ возможныхъ случаевъ будеть 52 Х 51; далфе за 


= 4 = 


каждой изъ 12 фигуръ, которыя могутъ выйти въ первый опыть, мо- 
жетъ послёдовать во второй лишь каждая изъ остальныхъ 11 фигур; 
а потому чиело вефхь случаевъ благопрятетвующихь ожидаемому ©0- 
бытно — выходу фигуры въ оба опыта, въ этомъ случаЪ будетъ 12 ХИ, 
вхи 


и потому вфроятность ожидаемаго событя выразится дробью 52хы, 


соглаено съ (5). 


17. Пояснивь второй законъ, переходимъ къ его доказательству. 
Пусть изъ и случаевь т приводять къ событю Ер— такъ что 


т Н 
= д, В иЗЬ этихь 0 случаевъ только & влекутъ за собою событе 


[ 
Е, такъ что (= т} ТОГАВ изъ и вефхъ возможныхъ случаевь только 


эти  поелфднихъ приводять къ совпадению событй Еи Ё, а потому 
искомая вфроятность Р ихъ совпаден!я будетъ: 


что и выражаеть законъ. 


Примту. Вынимаемъ карту; найти вЪроятность, что если она бу- 
деть фигура, то именно красной масти. Событе Е—вынуте фигуры, 


12 


иметь вфроятноеть р == о; событе Ё, что вывутая. фигура будеть 


красная, имфеть вЪроятноеть арт, ибо изъ 12 фигуръ 6 крас- 


ныхь; искомая вфроятность, что вынутая карта будетъ именно красная 
фигура, есть вфроятность совпаденя событй Е — что карта будетъ фи- 
гура, и Е — что она будеть красная: 


что и прямо видно, ибо красныхъ фигуръ 6 на 52 карты въ колодЪ. 


18. Такъ какъ не всЪ случаи совпадешя двухъ событй легко под- 
водятся подъ это доказательство, то мы дадимъ еще другое. Пусть 
послЪ наступлешя собымя Е непремфнво должно имфть мфсто которое 
нибудь изъ з равно-возможныхь событй: @,, С.,..- С, изъ кото- 


= = 


рыхъ только с., С. . Ч 6. тождественны съ Ё; означимь вфро- 


атноеть каждаго событя @,, @,,--. @„ чрезь г. Такъ какъ посл Е 
непремнно случится одно изъ этихъ событ, то вфроятность случить- 
ся одному изъ нихъ безразлично равна вфроятности случиться событно 
Е; отсюда по первому закону (первый частный случай) будеть слф- 
довать: 
р=ти. (1) 
Далфе, случиться совпадению Е съ Ё, это значить случиться одному 
изъ собый @,, @,,.... @„, вфроятноеть каждаго изъ которых есть 
опять у; такъ какъ ихъ /, то по тому же частному случаю перваго за- 
кона будемъ имфть: 
РЕ. (2) 


р. 


Теперь изъ (1) находимъ: + = к внося во (2), получимъ: 


® 
РЕ: (3) 


В Е 
но, и есть вфроятность 4 случиться событию Ё, если имфло мЪето 


собыме Ё; слфдовательно 


Р==р.4, (4) 


что и требовалось доказать. 

Во второмъ случа примфра изъ карть предыдущаго $ каждое со- 
быме @,, @,,... @ есть выходъ одной карты изъ оставшихся, во 
второй опыть, напримфрь С, бубноваго туза, С’, бубновой двойки, и 
т. дд т=51; событя в, > с., а в, — это тЪ случаи, числомь 11, 
когда эта выходящая карта будеть фигура; вроятность р по (1) вы- 
разитея такъ чрезъ у: 


12 
= 51-8 (5) 


а вфроятность Р по (2) такъ: 
=; (6) 
внося сюда вмфето х его значеше изъ (5), получимъ, какъ въ пред. $: 


12 11 


Р=5. 5. а) 


= 16 —= 
19. Этотъ законъ можеть быть распространенъ на какое угодно число. 
событй, имфющихь совпасть. Въ самомъ дфлЪ, если имфемъ рядъ событй 
НИ АДАЯЫЕ ОАО А (1) 


и вфроятноети каждаго изъ нихъ, вычисленныя въ предположении, что 
вс предшествующия имЪли мфето, означимъ чрезъ 


Ри, Р› Рз, ---Рь» (2) 


то вфролтность совпадешя Е, и Е, по сейчась доказанному будеть 
р. Рз; считая совпадеше событй Е, и Е, за одно событе Е,, мы мо- 
жемъ разсматривать совпадене трехъ событй Е, Е, и Е, какь со- 
впадене двухъ событй Е, и Е,, и потому по доказанному будемъ имЪть 
для вфроятности совпадевя трехъ событ@ такое число: 


(ру ру) ву = ру рь ра (3) 


Продолжая эти разсужденя мы придемъ окончательно къ такому вы- 
ражению для вфроятности Р совпаден!я событий (1): 


Р=рирьР. ---Рь- (4) 


Примтрь. ВЪроятность троекратнаго векрыт!я фигуры и сдЪдующаго 
затФмъ двукратнаго векрытя простой карты, когда вынутая карта от- 
кладывается въ сторону, будетъ по (4): 

12 11 10 40 39 _ 12.11.10-40.39 


Р 5" 51 50 `49 ` 48 — 52.51.50.49:48° (5) 


Если мы оставимъ то же число вскрыт фигуры, но изм$нимь по- 
слЪдовательность этихъ вскрыт, то вфроятность для каждой послЪдо- 
вательности будетъ получаться таже самая ФР, опредфляемая форму- 
лою (5), ибо произойдеть только перестановка множителей въ числи- 
телЪ (5), какъ легко видЪть. Велфдетые этого вфроятность троекрат- 
наго вскрыт я простой карты при 5-ти опытахъ въ какой бы то ни 
было послфдовательноети будеть равна Р, помноженному на число 
послфдовательностей, (по первому частному случаю 1-го закона,) которое 
будеть ==, такъ что означая эту вфроятность чрезь ©, будемъ 


имфть: 


(6) 


тдф Р опредфляетея по формул (5). 


= #8 .— 


20. Примъчане. Число послфдовательностей въ нашемъ прим$рЪ.есть 
не что иное, какъ число соединешй изъ 2 буквъ по 5 съ повторешями 
первой 3 раза, второй 2` раза; оно легко’ находится слфдующимъ обра- 
зомъ въ самомъ общемъ случаЪ. Пусть имфемь » буквъ различныхь 
между собою; составивъ произведен! изъ них», мы’ можемь предста- 
вить его, мЬняя всфми возможными способами послфдовательность мно- 
жителей (дфлая всевозможныя перестановки множителей), въ столькихъ 
видахь: 

= и. 2. 8; (т) 


которые вс будуть различны между собою. 

Если теперь и, буквъ мы сдфлаемъ равными между собою, то т% 
изъ этихь | видовъ, которые различались лишь мЪстами этихь 
буквъ, слфдовательно, выводились одно изъ другого перестановкою 
только этихъ т, буквъ, сдфлаются между собою равными, и какъ изъ 
т, буквъ можно едфлать т„! перестановокъ, то число различных ви- 
довъ нашего произведешя будеть теперь меньше въ т! разъ противъ 
прежняго; означая его чрезь №, будемь имЪть: 


им : Че. 
Жако. 8 обони лик (8) 


Если изъ остальныхь п—т, буквъ опять т, сдфлаемъ равными 
между собою, то число различныхь видовъ произведешя опять умень- 
`шится ъ5 т,! разь и будеть: 


м 
МР (9) 


Продолжая эти разсуждения, придемъ къ формуль: 


к Она п! 


не аа оное" ы: , г 
и о АА тт! И МЫ да, а сеза (0) 
тд мин им 
я иЕтерт Е Е тр, 9:0 (11) 


щей число соединешй ‘ио‘# изв ® буквъ”‘©ъ’ повторевёями‘ нервой 
г. разъ, второй пе, разъ, третьей э; разъ;’:.. наконець ®-ой »*; разъ. 
> вашемь примфрь было я= 5, К=2, в, = 3, т, = 2, откуда 


ие . а) 


Аб, ты & 
$ ни Въ’ м ‘случа "719, "когда. 


тота Е О 


у мал ; терутевуг- вы зв (1) 


" формзаь (4), ь 1. обмеаты въ а 


Такъ, если мы будемь возвращать вынутую карту въ колоду; то’ в%- 
Тоятность троекратнаго. вскрытия фигуры выразится формулой: 


роет ый. 


ВАронтябеть. даные ‘вберуаиуие ве п схующаго ‘94 бимь 
двукратиаюо” вскрыл“ пробтой ‘карты, ‘при’ ублоши возвращения `в\ ко- 
зынутой карты, предетавится та ь - 


и 2) ь тым 


Если послфдовательноеть фигуры и простой въ 5 испытавй не за- 
“дается, а лишь число 3 вскрый фигуры и =. вскрыт простой, то 
по пред. $ это число надобно помножить нато: р с чтобы получить иско- 
ум 4 
МЮ, вфрояхность ррахкратнах о, вскрык фигуры, к двушратваго простой 
въ 5 испытан въ какой бы то ни было послфдователы ности при усло- 
ви возвращеня вынутой карты въ колоду: 


а (2.49) (5 
Ведет {=> - $ 


22. На оснований Уже‘ отихв ‘хыухиь законов можно знать ‘мноме 
вопросы. Напр. какова вфроятвость, что собыше Е, само по себф ма- 
(до, вфроятное, все-таки. случится при значительномь числЪ испытав!й? 
Означая чрезъ р вфроятноеть еобыМЧя "Е, найдемъ вЪфроатность слу- 
читься ему въ » испытанй по крайней м$рф одинъ разъ. Выфстолэтой 
{ВФролтности можно искать вфродтность не случиться ему ни разу въ и 
испытан й; если эта послЪдвяя вфроятность есть ©, то искомая РО 
пдерь 1т79> Но эфронтвость не саучиться Е’ въ односисытани ^ о. та: 
„Лт р; сафдовательно, зброатность, не, слузиться ему ни разу въ и ели 
ташй будеть (1 —р)' шо предыдущему $, 1265 1 ' шаеЯй 


9=@—»”, сад 


(и )елЪдовательно > 25 
` Р=1— (1— р)". 


ИЕ < ити ЗО в) = 


=080- 


Такт, вфроятность, что въ 20 порта 


` хотя’ одинь разъ, бухеть: 


1 ев 20 _ 20.19 1 () 


ЕЕ 


второй члень < ео = рен такой дробью ‘позволительно ире- 


небречь, то Р будетъ почти равно т Съ помощю таблицы логарие- 
`мовъ ‘майдемь 7 39 1 охан она эхо) 


ис -ы пвоныи 


какъ ее 0,40, сльдовательно на 0,08 ‘боявше: "Вели "зазбутимть, 
\ \ енена + 


ихинжомо@ 


ет ва + рые, мет) 5". и 
‘олфдовательно, 1 фи ет? ои потому | СЪ. ТОЧНОСТЬЮ › ДО величин 1 0- 


рядка пр”, будетъ 1 коЧаа нцо9т твой 


Ема 3 доэ АВ то; „урошароафе аукой ео ввевиеО, (5) 
чаи › чоннРиЧи 
‚ 23. Изъ (1) предыдущаго ыы рьшая по 3, находимъ: 
_ 105(1— Р) М 
— това 25)” (1) Иеибоо ито тво) 


^ та формула позволяеть рышить вопроеь, сколько нужно сдЪлать 
_ иорытавй, чтобы вфроятность подвленуа событ, котораго вфроятость 
сть р ВЪ поиспытаАНИ по Ан, ХР одних разь, иифаа данную 
зеличиву. Положимъ, что вы слБдовательно. мы ен С 


сколько разъ должно повторить испыташе, чтобы появлен ‘и непояв- 


‚деше событ!я въ и испытан й ‘были равпо-вфроятвы. 
(а 


Въ этомъ случаЪ изъ (1). получим: 


о ‘вели: и о А ааа 
люзной володыу чтобы -вЪъройтностввскрыяйя оннковаго-ту8а, хотя одизъ 
ро 


} 


— 20—— 


разъ, была бы 5, мы должны принять вы въ формул (2), откуда 
и найдемъ: 


1052 3010300 _\._ 
това ое 8481 — 56° ® 


или, такъ какъ и должно быть цфлое число: 
в=36. 


СлЪдовательно надо повторить опыть 36 разъ, чтобы векрыме и’ не- 
вскрыт!е пиковаго туза были бы почти равно-вфроятны. 

24. Третий основной законь имфеть предметомъ опредфлеше вфроят- 
ностей гипотезь ва счеть причинь событя: Если `собыме Е. можеть 
наступить только послф одного изъ событй 

Е.Е, -..В,.-.Е,, (1) 


то эти послфдийя называются возможными причинами собыця Р. Мы 
знаемъ, что событе Е случилось; опредЪфлить вЪфроятность, что оно 
имфло причиною именно’ вобые Е}, другими словами, что’ оно’ случи- 
лось 'п0лф событя Е,. "Вотъ’рфшеше какого’ вопроса’ дает’ третй ‘зв- 
конъ теорм вфроятностей. 

Означая чрезъ Х, искомую вфроятность, что именно собые Е, было 
причиною события Ё; чрезъ 


Фа, в ---РЬу" (2) 
вфроятности событ!й (1); чрезъ 
Чл Фо зг * 9ы ” (3) 


иБроятности случиться событо Ё посл$ того, какъ имфли мЪето соот- 
вфтетвенно эти собъйя, ‘мы будемъ имфть по этому ‘третьему закону, 


извЪстному. подъ именемъ закона Вауез’а, слЬдующее выражене иско- 
мой вфроятности: 


коуаазоочаа, пб ВАТ, 
о р-он К Вам 


(4) 


Такъ, если имфя предъ собою три полныхъ колоды и дв безъ 
двоекъ, и вынувъ изъ одной на удачу, положимъ, фигуру, желаемъ 
опредфлить вфроятность, что эта фигура была вынута изъ полной ко- 
лоды, то; означая чрезъ’ Е, событе вывут!я фигуры ‘изъ полной ` коло- 
ды, чрезъ №; — изъ. неполной; будемъ имфть: вЪроятность’ попасть ру- 


—- 2% — 


кой ва полную колоду 1 5: зфроятноеть попасть на неполную р, = 

вЪроатноеть ини того, какъ рука попала. на полную. 
колоду, 4: = Ека вынуть ее посл% того, какЪ рука по ‘попала Нав не- 
полную ие ко а, и стбдовательно для искомой вброятноети ео 


что карта была вынута изъ. полной колоды, по формул (4) слфдующее: 


Е. 
с ШИ 3186 Ринат ати 
= ея 
го вааще 172 73:86 552258 158 
552 '5`36 


т. в немного бое. Нод ® ы тыд а 044 


Покажемъ теперь выводъ формулы (4). х ь 
Если причиною событя РЕ было событе Е,, то значить произошло. 
совпадеве событй Е, и Е; вфроятность сего найдется по второму за- 
кону и можеть быть представлена въ двоякой формЪ,: ибо. это совпадение 
Е} и Е. можно! двояко: разематривать: или такъ: 19) случилось собыме. 
Ер» за симъ послфдовало  вобыме Е; или такъ: 2%) случилось», событие 
Р, ему предшествовало’ собые Ё,. Первая. точка зрЪвйя ‘налэто: сов-. 
паденше Е, и Р доставляеть по второму закону для вфроятности ©, 
этого совпаденя такую формулу: 
р 4 @, =! : . (5) 
вторая—такую:, - г -.- . СБ й 
бь- В.Хь, | ноте ,,Х итзон 


если Р Вброятность случиться событо Ё вообще, безразлично, съ ко- 
торымъ изъ В, Е... Е„,& Х, искомая вфроатность, что, если со- 
быте, случилось, то ему предшествовало, именно Ё,. По, первому, зако- 
ну и Ш формуль (5) будетъ: 


А=т = РА 
ег 4 Ува назеьь +. лычы (1) 
Сравнивая (5) и (6), находимь:. 
а ® 


а подставляя сюда выЪсто Р его орчке изъ (7), и получимъ формулу 
Вауеза, т. е. (4). 


—— 99° — 


95. Четвертый. ‚основной законо, теор, ввроятностей. позводяеть опре-_ 
дфяять вфроятность будущаго событ!я на беноваши того, что имфло’ 
м%фето другое ‘вобые; завиезииее ‘отв т%х® же причинъ; или, как обык- 
новенно выражаютсл, опре, ть В ности будущих событй по 
наблюденнымь. Онъ В Ви Е такую задач Пусть имЪло 


мЪело ‚вобще, Ё, которое можеть случиться только посл одного, изъ 
Я да : 


А т 


(которыя будуть такимъ образомъ его возможными причинами); вЪро- 
ятности этих событИ- означимъ. соотвфтственно чрезъ 


Зррфьн- ЗббЗьн ФЗУ (2) 


вфроятности быть событию Ё послЪ того, какъ имфли сто” э%И собы- 
тя, соотвфтственно чрезъ ть 


мы 8) 


Оита `ИМАИИ, збото точно" также лишь зб мии 
мяг одного изъ” событий (т); (тругими/ словами; имфть’ тъже- причины, 
как ‘и собыме' #), при мемь вЪроятноети’ быть ему поел® того, какЪ\ 
имфли мото эти’ ии Нет мт иг : 

› итэоитвоЧ ` 


И ре деАВ ПН ‚ о (4) 


найти вфроятность случиться событю (С, еели имфло мЪсто событе Е. 
Если собыце Е, было причиною событя Е, то вфроятноеть слу- 
читься событию @ будеть по второму закону равна произведению“ в: 
ройтноети Х,, что именно Е, быяю` причиною собымя Ё, на м 
ность ”, случиться событйо в когда имфло мфето собые Ё,, 
Хх. ВЫромивЫНь Ш бант собыю @, вели ая ообЫИВ 1, Кеве: 
ничто Иное Как деть ить 6, Вавов бы изв вОбЫИИ (1) 
ни было ирИЧИноЮ собът 2. сЯховсвеЯьно по первому закону будете: 
= 
П= } Х,*,- 


= 


2-0 © 
Подставляя сюда вето Х, его значене изъ (8) и (7) предыдущаго. 5 
будемъ имфть: Е : 


или, написавъ пространифе: 


рун, - рыЧьть Г --- Рыба" 


г: 214, + 2.4.5 --- 2,9 


(7) 


Для примфра предположимъ, что на столЪ лежать 5 колодъ картъ; 
изъ нихъ три полныя, а двЪ безъ двоекъ; снимаю карту съ одной изъ 
нихъ на удачу, попалась фигура; собираясь снять карту еще разъ, же- 
лаю опредЪфлить вЪроятность, что попадется тузъ. ЗдЪсь Ё, вынут фи- 


туры изъ полной колоды, а, изъ дон и- вфроятноеть по- 
пасть руков? во полную ко 422 -ыЛ4е иепожнуюву ГЕЯ ы — в#- 
фолтность вышуть фигуру посль того, какь рука, попала на, полную. ко- 
и зрожновеь валун фигуру, БН хотоукакя рувы 5 


пала на неполную _ ны п = бронь пир ен 
хе у тиаиз ее" 


ий ты у 5 из енанна; ‘искомая вфронтность И; что ‘во’ 


ЗвтьйтоН дамоаамолпольь Рзозваоноаа, м 


пр ош мирно п т «Ро долина 
и р вх р 
вы 58 ВВ очи: ен 
12 51 С Зее: 5886.52 
и ВРЕТ ао 
а лака сое Зы ааа 048 ВОВ 58 си Бы те 
1х3: 9.2.13)9+18) 0253. А г — 6201 10°. вит 


а 


Таня: Е” Я ь уитонаоб обивт тхияйи” оч 


г м : ГЛАВА 0-я. 
ь Различные способы опредфленя вЪроятностей. 


26. Въ предыдущей глав» были’ показаны способы ‘опредфлевтя ‘еъ 
помощию, четырехъ. основныхь закоцовь вфроятностей ожидаемых. со- 
быт въ тЪхъ случаяхь, когда мы можемъ сосчитать какъ число всфхь 
равновозможныхь случаевъ, такъ. и числа случаев  бдагопрлтствую- 
щихь ожидаемымъ событямъ. (Читатель, желающ большаго числа 
примфровъ, можеть обратиться къ сочинещимь по теои зЪроятностей 
Тасгох, Бупаковскаго, Гаигеш, Ермакова, Вегтап@, Некрасова, Рот- 
салтб, Олег, Тлавге). Въ этой глав мы раземотримв ‘на’частныхь 
примфрахъ нЪкоторые друге методы опредфлен!н вЪфроятностей, какъ 
въ случаЪ конечиаго числа шансовъ,- такъ и безконечно-большаго. Въ 
послднемь случаЪ нужно прибфгать къ методу предЪловъ; ‘котораго 
примфнеше можеть имфть различныя формы, какъ то видно будеть изъ 
слфдующихь примфровъ. 7 

27. Задача 1. Очень тонвй, брусокъ ломаютъ‘на три’ части; какъ ве- 
лика вЪроятность, что‘изъ нихъ можно будеть еоставить треугольникъ? 

Означая длину бруска чрезъ 1, а длины частей чрезь х, у, #, мы 
будемъ имЪть во первыхъ такое соотношене между этими величинами: 


[9 (1) 


далЪе, для того, чтобы изъ этихъ частей можно было-бы составить тре- 
угольникъ, должны имфть мЪфсто слфдующя неравенства: 


х-ру-- = 


2<у--;; у<ат; вау, (2) 


ибо каждая сторона должна быть меньше суммы прочихъ. 

Мы иредположимь сперва, что брусокъ можеть размыватьея только 
по лишямъ дфленя его на 2и равныхъ частей, (лимямъ перпендику- 
лярнымъ къ его длинЪ); тогда, принимая длину такой части за еди- 
ницу, будемь имфть {=2п, и сл5довательно изъ (1) найдемь: 


в=21—т-—у, (3) 


О И С о о 


08° 
пд вневёные этого’ въ’ неравенства (2) мы ‘легко дадим изиь такой вид: 


„РЕ ВОН деортЕостмот га тен о мфоли слтарфо омылокоози отр 
ола: а бомушил ай у Зполнья2Е У рн изатамок ато, 
Этимъ неравенетвам» можно ‘удовлетворить; полагая: и. 
(и Оя=2; у=я—1; а 
2 х=3; ужя— 1; в 
НТ. БИ Ури аа 1 Л [ 
Заз ужи, т РАЙ еииге 5 ЭтоХтО’ оном 
ЗЗВой ещо“ Зы “аРаонтКо Е тебе АУ оуаиьь 
т= Тату ужи же «ведая. бык ен вр в 
 нучиареуеоещоол „мимики, ваиточцалськ 
в, болуцх хто. Е в 
И НР в Чи Во 
Такихь случаев слфдовательно ‘него: .” у ния 
АТНЮД, 4, отаонтаювеи ‚ чодолвяиго пх ©, мказмоь 
ко ик ии ково ЙеЕЬи ня) ги 


Ноя Умом м итэоь + бонакэтизювто”вкх фклиоф оц атём 


Переходя ко счету вефхъ возможныхь случаевь, мы должны хотя 
одно дфлеше оставить на долю 2; тогда эти вс возможные случаи 6у- 
дуть слдующие; 

зы Е пы ТЕ у=1, $$ 

Заз у А, 23-2 
3)2=3; у=1, 2, 3,...21—4; 


«таков ии) но ны зоонЕвй -— ®)"ы зи 
‚що икоз-иахнфон БОВ УатРТи, 
УрО ами ‘9 та НУ бы" 257, УБИТ Ще Ей) = 


с (2в— 2) (и — 3) (2—4) код етьаееНияТау талии (8 


ин Е О ТТ 


`Искомая вфроятноеть Р;`выразитея по’ этому ‘отношешемъ ‘числа (6) 


вании” 15 


и$1ч86д7т(8):.< нкешоги хиодутной чкииоле 
“каза ттози сетннзюздт а отражуры фто 
ЗАзлон атавива Рыттеят уби 
ЮМОЗ5м тя Колтние ть 419 г. 
= авидио: выражеше "укола зад 
хот м { ОНикот5Оп о 


20 — 


мы легко усматриваемъ, что по мфрь’ возрастава. п. до, безконечности, 
— что необходимо сдЪфлать, чтобы перейти къ тому случаю, когда прутъ 
можеть ломаться на‘части по любой ‘лини, перпендикулярной къ его 
длин, —вфроятность.Р‚, будетъ. стремиться. к». предфлу: она сии 


1 я ба! 
= (1) 


что и, 'будеть искомая вфроятность, что ломая пруть на удачу на три 
части, можно будетъ составить изъ нихъ треугольниЕъ. 

28. Задача 11. ОпредЪлить вЪроятноеть попасть” обтрымъ копьем, 
(или ноническою вулею) въ какую либо опредфленную часть: 5 диска 5. 

Мы разобьемь дискъ на квадратики прямыми, горизонтальными и 
вертикальными, равно и очень мало отетоящими одна отъ другой, и 
назовемъ чрезь ‹ величину `квадрата, чреёзъ’ т число: ихъ, которое ока- 
жется внутри площади $, и чрезь и, число. ихъ, которое, „‚окажетея 
внутри площади 5. Предполагая одинаковою вЪроятность р попасть 
вонъемъ (или пулею) въ одинь ияъ этихъ квадратиковь, мы будемъ 
имЪть по формулЪ для’ относительной вфроятности и по первому закону 


ха . ев = нь == 4) 


для вфроятности попасть въ одинъ изъ тЪхъ цвадратиковз, которые 
находятся внутри 3. 
Помножая Числителя’ дроби (1) на ©, будемь имвть: 


(2) 


тлЬ си В — разности между ‘по и 5; и то и $ соотв ственно, бу- 
дуть безконечно-малыя перваго порядка, если таковою .будетъ, сторона. 
квадратика с (ибо разность « между 8 и меньше суммы полныхъ 
кудратиковъ пересфкаемныхь: контурояь площади 3, ноторан въ евою 
очередь меньше контура площади 5, помноженнаго на удвоенную вы- 
с0у квадратика; и точно также’ 2, разность между и› то , меньше 
суммы квадратиковъ встр®чаемыхъ контуромъ плошади $, : вотораяе въ. 
свою очередь меньше контура помноженнаго на удвоенную высоту квад- 
ратика). По мЪрф убывавяедо вулл этой стороны, лФзая часть послЪд- 
няго равенства, какъ то видно изъ (1), будеть стремиться къ искомой 
вфроятности Р попасть комъемъ въ часть 5 диска’ 8, вторая къ’ отно- 
шенйю этихъ илощадей; но если дв величины постоянно равны, то и 
предфлы ихъ равны; слфдовательно: 


5. с (3) 


жк. 


29. 'Задама И Т-.Бружокъ вращается, около ‘вертикальной. оси. Иде- 
зальный стрфаокъ, цфаится попасть. ковическою пудею въ опредфленную 
точку круга; въ. неподвижномъ ‘его состояши;. какъ велика. въроятвость, 
что пущенная имъ пуля попадеть во вращающийся . кружок, предпо- 
лагая`скорость вращения незначительною въ сравненш. съ быстротою по- 
лета пули? 

Чтобы пуля попала въ кругъ въ моменть, когда плоскость его бу- 
деть отклонена на уголь @ отъ первоначальнаго положешя (перпенди- 
кулярнаго къ лиши прицфливан!я) и`Когда слфдовательно его проэкщя 
на это а поаожеше его плоскости будетъ эллипеъ, выра- 
жаемый уравцещемь: 
дрну= 84%) 
надобно; чтобы точка прицфла была внутри’ этого эллипса или ‘ва са= 
момъ эллипсф; слфдовательно; ‘чтобы координаты а-и.в. точки. прицфла 
удовлетворяли слЪдующему условию: 


РИ Ы". (2) 


Отсюда паходимъ, что. для этого, доджно быть: 


г 


ура (3) 
или 
. аа (4) 


Так® кавь отклонене ‘на уголь, 'и6 превосходящий” указаниый  зхЖсь 
предфл®, можеть произойти втёредь (к ‘етрлку) и’ назаль 6195 ‘перво- 
начальнато положения пхбскости ируга, и то’ же будемь имиь_мЪето’ и 
тоРда, когда диск повернется къ етржку’ другой стороной; то мег ви 
димъ, что’ чиело веЖхь благопраятствующихь ожихаемому” собъийю’сау- 
чаевъ будетъ въ четыре раза больше предфльнаго по (4) значеная угла 
6, именно: 


4 агс03 


(5) 


ч щ: 
ув 
Чиело вефхъ возможныхь случаевъ равно числу веъхъ’ возможныхль 


значенй угла 0, т. е. 2л. Сл$довательно искомая вЪроятноетьР. по- 
пасть идеальному стрлку во вращающийся дискъ будетъ: 


Р= 2 агерв ВЗР (6) 


*) Принимая ось вращеня за 0сз ОУ’ и горизовталь. зрезъ центръ за ось ОХ. 


-80. Задача ТИ; При тёхъ же`усломяхь найти вфроятность’ попасть 
пулею’ во вращаюнийся кружокъ обыкновенному, не ‘идеальному стрфлку. 

Такой стрфлокъ, ие ‘одну точку, ‘можеть попасть въ 
каждую другую’ точку диска: т 

Вфроятноеть попаеть’ прмычя координатами» и’у’элементь 
4х4у площади покоющагося ира по задач П будетъ: 


обеих ного 
У : й } @ ) 
когда же кругь вращается, то `длн того, чтобы стрёлокь попаль в 
кругь, нужно чтобы произошло совнадеше такихъ событ!й: 1) чтобы ‘пуля’ 
попала въ намЪченный элемент площади въ первоначальномъ ея поло- 
жении, 2) чтобы уголъ 6 отклонения плоскости диска отъ первоначаль- 
наго положеня удовлетворяль ‘условию ` (4) пред. $; о вфроятность этого 
обстоятельства выражается такъ›ио (5) пред: $: ие 


; (2) 


= хи 


У —у 


„фроятноеть совиаденя событй 1) и 2) по второму закону предетавит- 
ся произведешемъ вфролтноети (1) попаеть` въ намфченный элементь 
на вфролтноеть (2), что положеше диска будетъ благопрАятно для того, 
чтобы направленная въ тотъ элементъ пуля задЪла его при его вращен!и: 


х 
——= . 3 
у уве (3) 
Такь важ точка о (2, У) ‚есть какая либо точка. диска, то искомая 
вфроятность попасть, во, вращающейся дискъ, все равно въ кавую точку. 
его, найдется по первому закону, когда мы просуммируемъ (3) для вефхЪ 
` тонекъ плоскости, круга; сдЪдовательно, выразится ‚интеграломь, распро-, 
ры зе на его площадь, именно искомая ВО будеть: . 


ети т ва зала 


т Гр ВГС 


Р= ахау, С) 


в ива я 


\ 


| 
гдф сперва должно проинтегрировать по х, а затфмъ по у между ука- 
`занными ‘предфлами, 

Положимь 


& 
0; (5) 
гео 


тогда будемъ имЪть: | 


2=УЕ-— у с036; (6) 


= 


Н ь те ы © бут рен у ее 


г. еее орные а с 
гуйчет ВУ? (— бс0к6 т -- = ш м 
нее сауна му ры 


^ Такъ какь агссоз ‘ная фувкщы, то м 

ут и 

ИВ и ара м = д 
а |, | пуб (9) 


во при х=0 будеть по (6). ва: при #=У—у? будеть о 
слфдовательно по (8) 


И 2 — у : 
| агссов ад [У у? (6056 — 316) + С]. = 
о У? з 
=У—у; 


внося это въ (9) и оттуда вь (4), будемъ имфть: 


м и 
РТ |: Путя ара эр! Ув, (11) 
въ виду четности функц Ут оНо. . 


[узи увяз еиыь о ш (1) 


потому 


2 
усы И. (13) 
йа ВЕ к ; Бы 


Внося это въ (11) будёмь имёты: 


с 
=) { ыы ь (14) 


= 980 — 


31. Иногда вфроятности легко находятся, уподобляя данный вопросъ 
© вфроятности нФкоторомт. вопросу. зистаго анализа. Пояенимъ это на 
примфрЪ, взятомъ изъ игры въ кости. Кости эти суть, обыкновенно, 
кубики равной величины, на граняхъ каждаго изъ которыхъ нанесены 
очки въ нислф 1, 2,8, 4,5, 6, такимъ образомъ, что’ числа очковъ, 
дающее нь сумы ‘число “7, `помфщажтея на противонодожныхь гра- 
‚няхъ кубика. Обыкновенно беруть шесть такахъ костей и бросаютъ 
всЪ шесть костей фазомъ: по суммф вскрывшихея номеровъ (которыхъ 
сумма, понятно, не можеть быть больще 38), Дыдають выигрышь, цЪн- 
ность котораго обыкновенно обратно-пропорщюнальна вфроятности 
векрытя соотвфтствующей ему суммы; потому надо вапередъ опрех\- 
лить вфроятноеть векрыя данлой суммы. К 

Еели напримфръ требуетел найти вфроятность вскрыя суммы 8, то 
мы замфчаемь, что эта сумма можеть составитьсл, если на костяхь 


тон УЗ, 1 
векрываются соотвфтетвенно ‘тае ‘номера: 
№№: Я че тдрох © 


| или: += 12 ] 
. р 


или: а дет 
акт арт и те (абв 
‚или: ‚ею АИГ ег 
| = Ее ь. Ч 
ит. д., 


Ясно, что вопроеъ о числ блатопр/ятетвующикь сслучаевъ сводится 
къ опредфленю везхъ способовъ разложить данное число (неббльшее 36) 
Ша шесть слагаемыхь; изъ которых’ каждое. ве болъе\ 64 [в менфе 1. 
Возьмемъ теперь полиномъ: 


1—#ё 


=“. @) 


ИАА ИЕ 

А х 
и написавъ его шесть разъ, одинъ подъ другим, возьмемъь произве- 
деше вефхъ шести полиномовъ, тождественныхь (1); получимт: 


ЕЕ 


еее и ( Щи |6 


— = 


`нб вели ‘будем ‘перемножать ‘полиномй’ ‘по-членво,”“ ея юлу- 
чимъ сумму: 


(3) 


`аиитехвн вт 


въ которой каждый ТЖ КЕ сумма шести слагаемыхъ, взя- 
_Лыхь изъ, рада, показателей; , | 


з ой № жа разож эшелу‘ аь ‘какими. можно со- 
бимувить” чиело” изъ тажихиь лыести» ЕН ие ждаини.- 


в 
У хи = = фе ин тиекуО м) 


= 


Отсюда видимъ, что искомое чиело М, найдется, опредфляя коэффи- 


у 


1 ЗА ба 


(6) 


за 2 чкы и 
ие пав (5): прерь овращеню, объ, застой, ато, аа ‘а. Во 
„второй части можно оба множитедя, разложить ло „биному, Ньютона для 
цфлыхъ степеней, положительныхь и отрицательныхь, & затмит пере- 
множИТь 8 "Самом оДЬлЪ ати разложены "бой > И вИиоеутой © 


Вы 


(т) 


Если желаемъ найти №,, то должны отобрать т$ члены по одному 
изъ каждой суммы, которые по умноженю одинъ на другой дадуть 
члены съ бо‘. и сложить затьмь, а? коэффищенты ‚зезхъ 
полученныхъ такимъ образомъ члейовъ: има и бу. х „Эти чле- 
ны такъ найдутся: показатели членовъ перваго ноя ителя вида “вл, 
тдВ 4=0,1,2...6, второго вида м, гдЪ и=0,1,2,3,...; а по- 
тому показатель каждаго члена Произведена въ (7) будеть вида 61 -- и; 


РЕ" Ме 


слЪдовалельно надобно найти, тая 7 и м, Боторыя. чертить 
уравнен!ю; 


6 и=з— 6. 6) 
’ Отсюда находим: ка 
ива И; х (9) 


подставляя сюда вместо 4 веф числа начиная съ 1 до тёхъ поръ, по- 
ва ве получится отрицательное число, мы будемъ имЪть для каждаго 4. 
соотвфтетвенное м. Такъ, если з=8, то и=8—6(4-Н1); откуда 
видно, что 2==0 единственное значеше, для котораго м получается по- 
ложительное, именно и==2; слфдовательно для ‘получения №, ‚нужно 
перемножить первый членъ перваго множителя на третй второго, и 
мы будемъ имЪть такимъ образомъ: и, 


Ма. (10) 


Вфролтность вскрыт суммы 8 будеть слфдовательно 


2-е, у 


такъ какъ вефхь возможныхь случаевъ 6°, ибо-каждый номеръ одной 
кости можеть векрыться съ каждымъ номеромъ каждой другой кости. 
Если положимЪ, для” ‘другого’ иримфра з=18, что’ давая ‘7’ значен!я 
0,1, 2; получимь для и значення 12; 6’, 0; сл®довательно нужно 


китае у | 6:5 
для полученя №, помножить тля соотвЪтетвенно на. 


(6--1ОЕ_ 13.14.15.6 7 


| и 51 ще 
(6+5) 2 67.8.9.10.1 м 
Па 61 —- 


и1, и затЪмъ сложить; получимъ: 


о. = 921. 
За. „Вфроятность Р, вскрымя суммы 5 будеть офф 25 я 
въ разложени фувещии 


ых 7т= 


== За 


эта функшя поэтому называется по Лапласу производящей функщей 
(опейоп вбибгаилесе) вЪроятностей Р,. Лаплаеъ при помощи метода про- 
изводящихъ функщй получилъ всЪ почти формулы теори конечныхь 
разностей и рёшилъ много задачъ теор вЪфроятностей, которыя не- 
рЪдко сводятся къ вопросамъ этой теор!и, въ знаменитомъ своемъ со- 
чинени „ТВбоме 4ез ргофаБиИ6ез“, составляющемь УП томъ новЪй- 
шаго издаши его сочинений, — И теперь этотъ метохъь часто употре- 
бляется въ теорм вфроятностей. Мы примфнимъ его въ слфдующей гла- 
вф еще къ одному весьма важному въ этой теорйи вопросу, именно 
объ опредфлеши вфроятности случиться событно Е, котораго вфроят- 
ность есть р, т разъ въ » испытан. 


ГЛАВА Ш-я. 


Законы вфроятностей при повторени испытаний. 


33. Означимъ чрезь Р,.„ искомую вЪроятность случиться событ!о Ё, 
котораго вЪроятность есть р, т разъ въ и испытавйй. ЗдЪфеь возможны 
два случая: событе Е въ послфднее испыташе случится, или не слу- 
чится. Если событе Е случится въ послЪднее испыташе, то въ пред- 
шествующия »— 1 испытавй оно можеть случиться лишь т— 1 разъ, 
чего вфроятность по принятому способу обозваченя изобразитея чрезъ 
Р,„_.„_1} Тогда вфроятвость случиться событпо Е т разъ въ п испы- 
тан, будучи вфроятвостйо совпаденя событй: 1) случиться ему т— 1 
разь п—1 испытан, и 2) случиться въ послфднее испыташе, пред- 
ставится произведешемъ: 


Р-Р; @) 


если же собыще Е не случится въ послфднее испытане, то оно дол- 
жно случиться всЪ т разъ въ п—1 первыхъ испытавй, — вфро- 
ятность чего по принятому означится чрезь Р._,.„› и не случиться въ 
послфднее испытав!е; а тогда вЪроятность случиться въ я испытан 
т разъ, будучи вфроятностью совпаденя событ!: 1) случиться ж разъ 
вь п — 1 испытан и 2) не случиться въ посл$днее (чего вфроятность 
есть 1 —р), выразится произведенемъ: 


Руны (Г). (2) 


Такъ какъ другой альтернативы быть не можеть, то по первому за- 
кону теори вфроятностей мы должны имфть: 


Вы ньа РР 1 —Ю). (3) 


Чтобы эта формула была врна для веякихъ значенй тит, мы 
должны условиться принимать символы: 


: 


2 


ине — 


(4) 


= 85 — 
$езъ этого не имфюшие смысла; тогда она будетъ вфрва и для т==0: 
Ро= Ра. 1—2), (5) 
и для т=”п: 
Рин Ру-цилр, (6) 


что очевидно. 


Помножимъ теперь (3) на 2” и просуммируемь по т оть 0 дом; 
будемъ имфть: 


тн т=я ==и 


у Ри = № Рида у оны (И: (7) 
"о = =) 
Пусть 
т, = ) Ри", (8) 


— это слфдовательно {опеНоп збибга&чее нашихъ Р,.„; тогда по (4) ра- 
венство (5) легко приметъ такой видъ: 


У, РТ, а —рУ,-, 


или 
У, = У, (рЕ--1— в). (9) 
Полагая въ этой формул п=2,3,...м и перемножая полученные 
‘результаты, мы будемъ имфть по сокращенши; 
Р, = У (р -1— р). (10) 
Но. 
т=1 
т, == У Ри = Р-Р, 
а 
Р/о=1Ь—р, и Ра=р; (11) 
«лЪдовательно 
Ут Ь-рё (12) 


внося это въ (10), будемъ имЪть окончательно: 


т, = (р-р). ‚ (3) 


а = 
Отсюда, 


""^ тНи—т 


! 
Е Е 4) 


34. Эту вЪроятноеть можно найти и прямо на основаши слЪдую- 
щихъ соображенй. Вфроятность случиться событо Е т разъ въ ъ 
испытав! й и его прямопротивоположному и — т разъ въ опредЪленной 
послфдовательности по второму закону выразится произведешемь, 

р" — р)"; (1) 
всЪхъ же послЪдовательностей будетъ 
п! ‹ 
т! (п— т)! * ( 
какъ мы видЪли въ $ 20; слЪдовательно по первому закону будемъ имфть: 
Ри Тру (8) 
м — и! (и — т? # н 


согласно съ (14) предыдущаго $. 
35. Этотъ результать можеть быть расиространенъ на несовмЪет- 
ныхъ событй, исключающихъ одно другое: 
Е, Е, В,..-Е,, (1) 


которыхъ вЪроятноети пусть будуть: 


Фу Вых Раз Рь (2) 
причемъ пусть 


и: а =1, (3) 


такъ что изъ событ (1) одно непремфнно должно случиться. Найдемъ 
вфроятность случиться этимъ событямъ въ п испытав соотвЪтственно 
тавя числа разъ: 


т, т, т,,-.-, ть, (4) 
причемъ 

ит, т... т, =я. (5) 
Событ!я могутъ, совершаяеь въ ю испытанй требуемое число разъ, 
слфдовать одно за другимъ въ весьма различной послфдовательности, 

число которыхъ по $ 20 выразится формулой: 

п! 

НЕ ЕАН 6 
тит ту! . ту (9) 


— 31 = 


вфроятноеть же каждой отдЪльной послЪдовательности по второму за- 
кону выразится такъ: 


Пр р" (т) 
вфроятноеть случиться событямъ (1) въ п испытан соотвЪтетвенно 


т; т,,... т, чиело разъ въ какой ‘бы то ни было послфдовательности 
по первому закону представится формулою: 


п! 


иутриинитЕ 


а рр е. (8) 


36. Это выражене представляетъ, какъ легко видЪть коэффищенть 
общаго члена, т. е. при 


и... (1) 
вь разложеши по степенямъ &, , &,,...й, такой функщи: 
(рБ-вь- .- тб (2) 


къ этому результату прямо приводить метод производящихь функций 
(опеНоп8 вбобгаеез). 

Составимь сперва уравнеше въ конечныхъ разностяхъ, которому удо- 
влетворяеть искомая вЪролтность Р,.„„,.„; случиться собыямъ 
Е, Е,,... Е, соотвфтетвенно т,, т,,..-т, разъ въ п испытанй, 
Смотря потому, которое изъ этихъ событ имфло мфето въ послфднее 
испытане, будемъ имЪфть для вфроятности случиться вефмъ событямь 
требуемыя числа разъ въ и -—1 испытан за исключенемъ собы"1я Е, , 
которому случиться зи, — 1 разъ въ первыя » —1 испытан и одинъ 
разъ въ послфднее: 


Румцызнай „тет (3) 


случиться въ послфднее испытан!е событию Е,, а прочимъ требуемыя 
числа разъ въ предшествующя я — 1 испытан: 


ей 


ит 


„тр; (4) 


и т. д. наконець въ поелфднее испытаве случиться событю Е,, а 
ирочимъ требуемыя числа разъ въ первыя и — 1 испытан: 


Р, 


мя вып" ВЕ (5) 


з=#:38 — 
и потому по первому закону для искомой вфроятности такое выражение: 


а РЫ еисне Е | 


6 
а | м 


Умножая обЪф части этого равенства на (1) и суммируя по вефмъ ж 
отъ 0 до м, получимъ: 


ву Пы 
ВЫ), Рь-вт-ьть ть" ль. БЕ 
= 
° 


м 
ру, ей ВЕ 
= 


—@ 
+, Рули щели Ве ВТ 
Г] 


иричемъ опять всф Р, въ которыхъ значки т получають значеше отри- 
цательное или большее перваго значка, т.е. я, или даютъ сумму 
ббльшую п, въ лЪвой части равенства, и » — 1 въ правой, принимаются 
равными нулю. Положимъ теперь 


к 
У, = № ИА О в 
о 


= 


тогда предыдущее легко можно будеть такъ представить: 
У, = Уран Раб. (9) 


Давая здЪфсь числу в всЪ значешя отъ 2 до я и перемножая, по с0- 
кращени получимъ: 


У, = И, (ра -рь-+ ++. ры)". (10) 


И=ыа-ЕрЬ- +. Кри (11) 


аб 


ибо, если я =1, то одно изъ т будетъ =1, а остальныя =0, и каж- 
ое Р,. и... ВЪ (8) приведется къ соотвЪтственной вЪроятности быть 
тому событию одинъ разъ въ одно испыташе; внося изъ (11) въ (10), 
получимъ окончательно: 


У, = (рв -ЕваЬ- + -- Ев. (12) 


Сличая это съ (3), убъждаемся въ сказанномъ въ началь этого $. 


37. Возвращаясь къ задач $ 33, опредфлимъ наивфроятнЪйшее чи- 
сло повторешя событя Е въ п испытан, т. е, то значене числа т 
для котораго 


Вы (1) 

есть шахипит. Здфеь шахипит опредЪляетея условемъ: 
р Ри РЕ (2) 

По (14) $ 33 неравенства (2) принимають такой видъ: 


=. = э! кА —1 ме "+1 —— т! 

Е ЗАО ео Дети 
т! = (1 им т! 

о ыы 


т | 
(3) 
а а | 


а п0слЪ совращешя на общихъ множителей обфихъ частей, такой: 


т (1—2) <п—т- Ор; 
(4) 
тар и—южр, 
или 
т<т-- в; и т--1> (# Ор: (5) 
Эти неравенства показывають, что 
т=Е(®в-- Пр, (6) 


т. е. цфлой части оть (п-|-Пр, иначе ваиббльшему цфлому числу, 
заключающемуся въ (и--Пр. Если (п--1)р есть цфлое чиело, то 
т= Ев Пр=(п-- Пр; но въ этомъ случаЪ обоимъ неравенствамъ 
удовлетворяеть также число т=("--1р— 1; здфеь слфдовательно 
будуть два шахипа. Напримбръ наивфроятнЪйшее число появлен!я фи- 
гуры въ 10 испытавй для полной колоды при услови возвращения сня- 
той карты въ колоду, будетъ: 


12 3 
ЕО =ЕНП-у=?. 


0 — 


38. Выведемъ теперь формулу для приближеннаго вычислешя вфро- 
ятности случиться событ!о въ и испытан число разъ т, близкое къ 
наивфроятнЪйшему, опредфляемому формулою (6) предыдущаго $, на 
случай когда числа я и, слфдовательно, »» очень больния. Въ этомъ слу- 
ча можно для вычислешя произведешй чиселъ, входящихъ въ эту 
формулу, воспользоваться формулою Стирлинга: 


1 1 
р 
аа е "Ив ет", (1) 


1.2.3. 


нъ которой при х очень большемъ дробную часть въ показателЪ сте- 
пени числа е можно отбросить. Предполагая п, а слфдовательно и т 
и п — м въ формул (6) предыдущаго $ очень большими, мы на оено- 
ван!и этой формулы (1) и сдфланнаго сейчась замфчания будемъ имЪть: 


а 
ф.о = Иан” т.р (1 р)" : (2) 
ит т } 
Изят” т е-= И2я(п— т)" ми 


сокращая, послЬ легкихъ преобразовашй получим: 


р п _ [тр "(пт ыв 
в..=И 2лт(п — т) (*) ( п—т ы (8) 


Такъ какъь при я очень большомъ Е(п--1)р очень мало отличается 
оть жи, а т мы принимаемъ очень близкимъь къ наивфроятнЪйшему 


Е(®-- Пр, то и т будетъь мало отличаться отъ пр, и если мы по- 
ложимъ: 


т=яр--2, (4) 


то 2 будеть очень малое число въ сравнен!и съ пир. Внося вмЪ%сто т 
его значене изъ (4) въ (3), будемъ имфть: 


р > и-р) 
У и С ро п(1 ) 5 
Ри, Иа (==) (ее. ао 


Здфеь подъ знакомъ радикала можно иренебречь величиною 2, ибо 


сдфланнал чрезъ это погршность будетъ одного порядка съ —;; но 
я. 

въ остальныхь множителяхъ этого сдфлать нельзя, ибо тамъ показатели 

большя числа; но приблизительных значешя этихъ множителей можно 


получить при помощи извфетныхъ формулъ: 


$] 
а) юБ--9=«Ь— 


ь 105 (1—&) = 


> # > 


# = 
Полагая въ первой а во второй Еве мы будемъ 
имЪть: 
фросмявааои орон съшИА Зем 
в (ве) = — (пр- 5% (1+) 
ь 
= +0( Е т -..) (6) 
Ро. 
п(Е— р) "9-9 _ аорию иран и 
ме) =—[(1-—»р) аз (1 тм 
2 , И ыы \ 
а-я яя +---)= @) 
2 
пр 


складывая, найдемь: 


В Е = 
вр) ыы ] —зР0 =" '""' ®) 


и переходя отъ логариема къ числу: 


эр #1) и 
п(1 — р} +. 
(„= :) ( п(1 те ) аи к ® 
Внося это иъ (5), будемъ имфть: 
2 
"А зи-и (10) 


2лр(1 


При » очепь большомъ второй множитель будеть очень мало отли- 
чаться отъ 1, и потому можно будетъ принять: 


ро ма РЕ. 
""  Узара-рь 


Эта формула показываетъ, что сама наиббльшая вфроятность безко- 
нечно убываегь вмфстЪ съ безконечнымъ возрасташемъ п. Результать 
этотъ однако не долженъ казаться страннымъ, а напротивъ есть внол- 
н% естественный, такъ какъ число вефхь возможныхь значенй т без- 
предфльно возрастаеть при возрасташи я до безконечности. Для при- 


(11) 


И 
мЪфра возьмемъ игру въ орлянку; вЪроятность вскрытя орла (или рф- 
шетки) есть в= для одного испытан!я; если будемъ дЪфлать 10000 


испытан, то наивфроятнЪйшее число вскрыт!й орла будетъ: 


Е®-+Пр-Е о 


=5000; 


вфроятность векрыт!я орла такое число разъ въ 10000 испытан по 
формуль (11) будеть: 


Р!ижюннюо = 


1 
-унныяхви- У15707.9635 125,3° 


39. Найдемъ теперь вфроятность заключаться числу т повторешя 
событя Е съ вфроятностью р въ » испыташй въ нфкоторыхъ предф- 
лахъ Му и М,, близкихъ къ наивфроятнЪйшему числу повторевйя со- 
быт, т. е. къ 


Е®т-+р- (1) 
Въ этомъ случаЪ каждая изъ вфроятностей: 
Р,:ы,, Рим, Рима + Рима, Р,: м1 (2) 


можеть быть представлена формулою (10) предыдущаго $, и какъ иско- 
мая вфроятность находиться числу т повтореня собыпя Е въ я испы- 
танй въ предфлахь М, и М, (послдвй исключительно, ехеизе), 
которую означимъ чрезъ: 


Пи, 


по первому закону равна сумм вфроятностей (2), т. е. 


(3) 


= 


ми, @ 


тдЬ 
&=т— пр; 
слфдовательно окончательно: 


==, ыбнрр 


-У а 0-я, (5) 


=, ст 


Еели п очень велико, то эту сумму можно замфнить интеграломъ. Въ 
теор!и конечныхъь разностей выводится такая формула Эйлера - Ма- 
клореня *): 


Г а 3 
У=.- ЖЕ (6) 


въ нашемъ случа формулы (5) х=ж, й=1 и 


` Е 
= е 0-2; 
Излр(1-—р)п 


это величина очень малая при я очень большомъ; дифференцируя по 
т, получимь: 


О А С. 
4х Излр(!1 — р) 2пр(1 — р)* 


3 
что представитъ величину порядка малости 5 


очень большое; выспия производныя будуть еще болфе высшаго по- 
радка малыя величины, а потому, пренебрегая ими, мы можемъ принять: 


‚ когда » будеть число 


П%= ое СЕТ ат. 
7. „Узяка я 
Положимъ 
т ее = (8) 
отеюда 
т=пр-- ИЗРа —в)н+, (9) 


*) См. Тихомандрицка, М. Курсъ теор конечныхъ разностей. Харьковъ, 1890 г. 
$$ 182—138. 


5 
и слфдовательно 
ат = Узра = па. 
Внося это въ (7), получимъ: 


тс" 


ба, (10) 


м: — 
п», = 
1д% Т, и Т, опредфляются изъ уравненй: 


М, = пр --У2р(1 — р)п. Ть; | 


Е (1) 
М, = ир-- У?ра ея. 


Вводя эти выражешя №, и М, въ (10), будемъ имфть такую формулу: 


РУЗ Е |. и (2) 


ирНИЗРа-р)н 1, 


такова вфроятность заключаться числу повторев!я событя Е въ ® испы- 
ташй въ предЪлахъ: 


пр Узра — р)» Т, и пр-РУ2Ра — в)" Т,: 


Въ случаЪ, когда Т, = —Т,, эта формула принимаеть такой видъ: 
т, 

г а, (13) 
Ул. 


ибо интегралъ 


т. о у ту 
| геи | ги | геи | ее 4, (14) 
—й —в чо о 


такъ какъ первый интегралъ чрезъ подстановку — вмфето # приво- 
дитея ко второму. 
Интеграль 


т 
| ее (15) 


о 


будеть въ дальнфйшемь очень часто встрфчаться, а потому слфдующую 
тлаву мы посвятимъ изложению различныхь способовъ вычислен!я его. 


ГЛАВА [У-я. 


т 
0бъ интегралЬ | еб а. 
о 


40. Интегралъ 


т 
| еб @ (1) 


о 


не можеть быть вычисленъ точно для произвольно-заданнаго значеня 
Т,; но при безпредфльномъ возростави 7, стремится къ предфлу, ко- 
торый можеть быть найденъ. Мы имфемъ: 


ть 
о — 


здфсь мы принимаемь «>00; въ такомъ случа можно положить 
«=1--у, ибо эта величина очевидно > 0; тогда мы получимъ: 


| в- И» 4 = 5 (3) 
° 


помножимъ это равенство на 4у и проинтегрируемъь по у отъ 0 доф; 
будемъ имЪть: 


Г (Г аи, )4 [ сан (4) 
г 72 а иститирх вБве,_ 
о о © | ея 
Вторая часть здЪфеь разбивается на два члена: 
р Ш аи > ау С ета а 
аи | и и — 
иен ТРУ М 


вау» 6) 
но та ау. 


— 46 — 


Въ первой части можно перемфнить порядокъ интегрировав!я по х 
и по у; тогда будемъ имфть: 


еее бе © 


Здфеь можно вывести с? за знакъ интеграла по у, такъ что будемъ 


имфть: 
ь а О ь 
| (| ети» =) ду = | я ( == м) 4х. (7) 
© © © о 
— 4 
Положимь Уз.у=2, или у=——; тогда ду=-^_, и потому бу- 
у Ух 
детъ: 


еее © 


Положимъ теперь Из=Ь, слфдовательно 2 о; тогда будеть: 


Уз 


СиденГиене о 


Внося это въ (4), а также вмфето второй части ея выражене изъ 
{5), мы получимъ такое равенство: 


Уз о ео ау 
-е[[`с-= и 
| е (Г. «) @{ = ага В [= тя (10) 


Если мы будемъ подводить а къ безконечности, то интегралъ второй 
части будетъ стремиться къ нулю, ибо очевидно 


ь 5 
е-а-+ним ры В 
ти" }, = е-б‘агсь, (11) 


и мы будемъ имфть, (дБля обЪ части на 2): 


со м, 1 
| =“ (р а &) @= оао. (12) 


— 41 = 


Если мы теперь будемъ $ подводить къ ©, то множитель каждаго 
элемента интеграла по # будетъ стремиться къ такой постоянной: 


Г: 42, (13) 
со 
а вторая часть къ ч, ибо атс при В = со есть г слЪдовательно (12) 


превратится въ такое: 


[ =. [ "ий, (14) 


Го о 


‘или, такъ какъ опредфленный интегралъ независить отъ названия пе- 
ремЪфиной, по которой интегрируется: 


а - Ух 
|, га 5’ (15) 


гдЪ предъ корнемь должно взять --, ибо вс элементы этого инте- 
грала положительные, 


41. Можно этотъ результатъ получить и такимъ образомъ. Двойной 
интегралъ: 


в 9 ахау, (1) 


уочо 


будучи истолкованъ геометричееки, представляеть объемъ, ограничен- 
ный тремя координатными плоскостями ХОУ, УОЙ, ХОХ и поверх- 
ностью. 


веет. (2) 
Если перемфнимъ координаты хи у на поларныя, то изъ формулъ 


&=175036, у = ито, (3) 
найдемъ: 


ау" 


.з, (4) 
элементь же площади основаня @х4у замфнится элементомъ 746.4» = 
—=4".40; предфлы пох будутъ оть 0 до <>, апо 6 оть 0 до ыы такъ 


2 
какъ мы разематриваемъ лишь первый октантъ. 


= % = 


Такимъ образомъ будемъ имфтьы: 


ети 


Но, полагая у? =, имфемъ Е 


| =" =1 Га 


о чо 


(Г. ай „») 40. 


И; слЪдовательно 


интегрироваше по 6 дастъ поэтому: 


и мы будемъ имфты: 


пою мо т 
| | еб” ахау = з; 
50 | ° 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


но лЬвая часть разбивается на два множителя, равныхъ между собою: 


ео (о со ро ло 2 
| | еетай = | га. | =" (| ="а) : (0) 
о о © о «0 


слфдовательно: 


какъ выше было найдено. 
42. Если Т, не велико, то можно получить довольно быстро 


ше интеграла 
т, 
| йа, 
5 


разлагая подъинтегральную функцию въ рядъ такимь образомъ: 


Е 9 ПЕР ВЕ Е 3) 
к | КСВ гаи | 
ОЙ т? 
1 — БЕЛ даний ива шар 


(10) 


значе- 


(1) 


(2) 


— 40 — 


Но для нфеколько значительныхь Т, этоть рядъ, какъ знако-пере- 
мЪнный, будеть сходиться очень медленно, и потому не годится для 
вычислен!я нашего интеграла; въ этомъ случаЪ съ помощио формулы: 


сводятъ его на интегралъ 


| ее. (4) 


т 


43. Этотъ интеграль мы будемъ интегрировать по частямъ, замфчая, что. 


_ 4 51 тв = 
Пр гей, @ 
и слЬдовательно 
о —е 
| = и-- |" вет. я. (2) 
ы а. 2 
Полагая именно: 
—в 
За жай ; 9(е-"), @&= а, 


мы будемъ имЪть по формул интегрированя по частямъ: 
= 51 С . 
ее @=-- = ее. (3) 
| и т 2), й 
Но здфсь интегралъ второй части можеть быть по (1) такъ пред-. 
ставленъ: . 
Г. 22 == | 4(-°) @. 
2. & 2е’ 
слЪдовательно, интегрируя по частямъ, будемъ имфть: 


с ЧВАЕЕ Чай 
ар, ага 4 
р Г: ый и @) 


а. 
внося это въ (3), получимъ: 


ь г 1 м: т к 
| кре о ты в | мн ©) 
т, 


й 


Продолжая преобразовывать послфдый интеграль при помощи фор- 
мулы (1) и иптегрнровавйя по частямъ, придемь наконець къ такой 
формул: 

пе : 
Здек ат ув ЗВ: 
т | 57: Г ©1751 


Е. @) 


2 
ри 


Е 4 


Чт 


Ри 


ЕВЕ 


справедливость которой докажется по способу заключешя оть п къ 
п- 1. Этоть рядъ сходитея только до извфетнаго члена, а зат 
становится расходящимся, есть слЪдовательно полусходящийся, какъ на- 
зывають таые ряды: дЪйствительно, численное значеше отвошеня 
п -|- 1-го члена къ и — 1-му, именно: 


2—1 
757 | и 


безпредЪльно возрастаеть вмЪстЪ съ », какъ бы велико ни было Т,. 
ПогрЬшность менфе послФдняго удерживаемаго члена; дЪйствительно: 


ЕЕ „ @ "1 _ (2-1) а 
а т Е <! НЕЕ ый ве, (8) 
т, 


и 


но 


> (2®-- 1) 4 в т... т 
рн = (- вн). = тета (9) 
т й 


слЪдовательно погрфшность, абсолютно ‘взятая: 


..(2и-Н1) [ Г = 1.3.5... ее 
е и: (27;)" и 


т, 


(10) 


а это и есть послфднй удерживаемый въ (6) членъ. Это свойство ряда 
(6) позволяеть остановиться, когда послфднй полученный членъ будетъ 
менфе погрЬшности, которую мы можемъ допустить. 


= 58 — 


44. Лапласъ далъ разложеше того же интеграла въ непрерывную 
дробь. Положимъ, слфдуя ему: 


ее Гао; (1) 
Е 
‘тогда будетъ 
ап... М 
ант. (2) 


Дифференцируя п разъ это равенство по формул Лейбница, получимъ: 


ыы "О 1 
$ бы ей +2. ре (3) 


ат — а 


В 1 
полагая по умножени обфихъ частей на шт: 


1 4*0 т 
а" — С» ® 
получимъ изъ (3): 
О, 20,1. (5) 


Отсюда находимъ: 


(6) 
и слЪдовательно . 
к 1-0, 1 
= @) 
или 
1 1, Е 
20, ит ны ® 
1.2 1, 


Изъ (2), полагая в 


ат: О, . находимъ 


и слфдовательно 
Ем ; (9) 


вставляя сюда результать положеня п ==1 въ формулЪ (8), затЪмъ въ 
полученную результать положеня п ==2 въ (8), и т. д. мы придемъ 
къ такому разложеню функщи 0 въ непрерывную дробь: 


(10) 


45. Для вычисления значенй интересующаго насъ интеграла имфются 
таблицы. Къ сочинению акад. В. Я. Буняковскаю „Основавя Матема- 
тической Теорм ВЪфроятностей“ С.-Пб. 1846 г. 4°, приложены дв таб- 
лицы: таблица 1 даетъ значен!я интеграла, 


у ( еб й (1) 


съ семью десятичными знаками для всЪхъ значенй # отъ 0 до 2 чрезъ 
каждую сотую долю единицы; таблица П даеть значеня интеграла 


|= 
г 


съ восемью десатичными знаками и значеня 


а, (2) 


Г=10--1ю5 5, 


съ семью десятичными знаками для вефхъ значенй 7 отъ 0 до 3 чрезъ 
каждую сотую долю единицы. Первая заимствована изъ ВегИпег Азго- 
попизепез Тавефисв на 1834 г., вторая изъ сочинешя Ктатр, Апа]узе 
Чез гббасЙопз азгопоничиез её {етгезёгез; ЭйгазБопге, 1799. Къ сочине- 
вю 4. Ве-тапа, Саси 4ез ргофафИи6з, Рамз 1889, приложена табли- 
ца значешй интеграла (1) для вехъ значенй # чрезь каждую сотую 


= 68. ы 


отъ 0 до 3,45 включительно съ семью десятичными знаками и отъ 3,46 
до 4,80 съ одинадцатью десятичными знаками, причемъ значене # для 
—4,80 равняется 


0,99999999999. 


Вафеаи и акад. А. Марковъ обратили вниманше ученыхъ на то, что 
на посл6диюю цифру таблицы Крампа нельзя полагаться, что и побу- 
дило акад. Маркова вновь вычислить эти таблицы, которыя ‘и изданы 
Академей Наукъ въ 1888 г. подъ загламемь: Таез @ез уа1еитз 4е 


Рлибатае | с? 4, раг Апагё Мазтой, 3.-Реегз®оиг8 1888. Это самыя 


=. 
полных таблицы: въ нихъ значеня этого интеграла даны съ одинад- 
цатью десятичными знаками ‘чрезь каждую тысячную долю единицы 
отъ 0 до 2,999, и чрезъ каждую сотую долю единицы отъ 3 до 4,80; 
и затЪуъ значеня интеграла (1) для всфхъ значенй { отъь 0 до 2,49 
чрезъь каждую сотую съ шестью десятичными знаками, и отъ 2,5 до 
3,7 чрезь каждую десятую съ семью десятичными знаками. Въ преди- 
слови къ таблицамъ читатель найдетъь подробныя объяснен!я самихъ 
вычислений. 


ГЛАВА \. 
Теорема Якова Бернулли. 


46. Вернемся къ формулЪ (13) $ 39, именно: 


(1) 


которая даеть вфроятность заключаться числу 2 появленйя событ!я въ ® 
испытан! въ предфлахь пр — У2р(1— р)» Т, и пр-+ Ура —рь Т,. 
Шо (3) 3 42 имфемъ: . 


т, , Г 
| гаи | еее, (2) 
о > п 
а по (6) $ 43: ` 
зе ве т 
| Ся @=0 эт (3) 


гдЪ 6 правильная положительная дробь: 
0<6<1; (4) 
внося изъ (3) во (2), а оттуда въ (1), будемъ имфть: 


—_ Те 
тр Эр -Ри Т, бе 


ир-УзрИядн 2, ут” 


(5) 


Это вфроятвость заключаться числу # повтореня событ!я въ я испы- 
ташй въ указанныхъ предфлахъ; но туже самую величину очевидно 
будеть имфть вфроятность заключаться отношению 

т 


Е (6) 


п 


числа повторешя события въ п испытан къ числу испытав въ пре- 
дЪлахъ 


Т, 


АЕ. т, 
НЕ те 


=, 
Ув 
такъ что будемъ имфть для опредфлешя послфдней вфроятности такую 
формулу: 


и р-НИзра—ь) (7) 


р 


: (8) 


Второй членъ этой формулы, съ увеличешемь Т, до со стремитея къ 
нулю; & потому всегда можно найти столь большое значеше 7,, что 
будет 


<= (9) 


тдЪ г произвольно заданная малал величина; подавно будеть <г чис- 
ленное значение второго члена второй части (8). ЗатЪмъ, какъ бы ве- 
лико Т, ни было, всегда можно найти столь большое значеше #, что 
будеть ° |: 


ЕЕ: 
Ура — р) <<, (10) 
У» 


гдЪ @« произвольно выбранная, сколь угодно малая величина. Такимъ 
образомь получаемъ слфдующую теорему: 


„Надлежащимь выборомъ числа испытан можно достигнуть того, 
ей ь $ 
что вфроятность заключаться отношению — числа повторешя событй 
в 


въ эти п испыташй къ числу испытав въ предфлахь „—@ир-Га, 
гдф @ произвольно заданная сколь угодно малая величина, будеть отли- 
чаться оть единицы (т. е. отъ достовфрности) менЪе чЪмъ на произ- 
вольно заданную малую величину =“. Эта знаменитая теорема дана 
Яковомь Бернулли въ сочинеши озаглавленномъ: Агз со]есйапа!, издан- 
номъ въ 1713 г. въ Базель его племянникомъ, Николаемъ Бернулли. 
Доказательство своей теоремы Яковъ Бернулли обдумываль 20 лЪть. 
Его читатель можеть найти въ „Тгайб @6тешаже Чи са]си! 4ез рго- 
Баз“, Гасгоёх. Рамз, 1864. Изд. 4-е. р. 45 и слёд. 

Теорема эта громаднаго значеня: она указываетъ на весьма важный 
законъ, что съ увеличешемъ числа испыташй отношеше числа появле- 
я событ къ числу испытав стремится къ вроятности собымя р. На 


25: 6 — 


этомъ законф и основано опредфлеве вЪроятностей А розбегот!, един- 
ственно возможное, когда дЪфло идетъ о такихь сложныхь явлешяхъ, 
какъ явлена сощальныя, когда нЪтъ возможности вычислить всф равно- 
возможныя случайности. На этомъ законф основана всякая статистика, 
страховаше, разныя пенсюнныя и сберегательныя кассы, ит. д. 

47. Въ виду столь’ капитальной важности теоремы Якова Бервулли, 
мы дадимъ еще другое доказательство, принадлежащее покойному ака- 
демику П. Л. Чебышеву, отличающееся элементарнымъ характеромъ *). 

Въ $ 33 мы видфли, что Р,.„— вфроятность случиться событию Е т 
разъ въ п испытанй есть коэффищенть при #“ въ разложени такой 
функщи: 


= (рё-1— р)" (п) 
продифференцируемъ это равенство по # два раза; будемь имть: 
= пре 1— р = у Рите; (2) 
= 


У = (в — Пр" (рё--1— р) = о Р..тт— ПР, (3) 


Положимъ въ этихъ трехъ равенствахь # = 1; будемь имфть: 


(4) 
й тр „= р: (5) 
=) 
Ути- пр, „=ни-— п. (6) 
=) 


Складывая послфднйя два равенства мы получимъ: 
тя 


у т?Р,. „= пр[1 + ®— Пр]. (7) 


"= 


*) Оно записано нами на зекщи проф. Чебышева, читанной въ 1365 г. (въ весен- 
нее полугод!е). ы 


== тт 


вставляя сюда вмфето суммъ ихъ значеня изъ (4), (5) и (7), будемъ 
имфть послф упрощен: 


У (=, в.в. ® 


Означая теперь чрезь « малую положительную величину, которую 
т 
можеть принять разность —-—р, мы разобьемь сумму дфвой части 


этого равенства на три части такимъ образомъ: 


д р —“ = з 
р =— 2] РР р ы 27] Вы 
= мн нь 
= я 
уж Ра —р) 
ни У ( п ) Р„„= п 
тины 


Такъ какъ вс три суммы состоять все изъ положительных членовъ, 
и потому сами положительны, то отсюда слфдуетъ, что 


"=0 тир то 


Если въ каждой изъ этихъ суммъ вмфсто = „) подставимъ наи- 


меньшее изъ значенй этого выраженя, т. е. ©?, то это неравенство 
будетъь имфть мфсто А 1огЧог!; т. е. тфмъ болЪе будеть имть мфсто 
неравенство: 
тир мы т=н 
в(1— р) 

ы Вии у т (12) 

= ии фть 
гдЪ мы еще раздфлили все на положительную величину с?.—Разбивая 


теперь въ (4) сумму на тавя же три части, какъ въ (11), мы будемъ 
имЪть: 


Ув, Рызны ЖЗЕ-ЕЫ в) 


т=ир+ны 
арии (14) 
и, п- 
Но 
И (15) 


т, е. вфроятности заключаться числу т повторешя событя въ п испы- 
танй въ предфлахь пр — о и пр-- по, и какъ туже величину бу- 


; т 
демъ имЪть вфроятность и заключаться отношенио а вь предЪ- 
лахъ рух ир--о, то мы будемъ имЪть: 


(16) 


а отсюда и видно, что какъ бы мала ни была задана величина со, всег- 
да можно выбрать п столь болышимъ, что второй членъ второй части 
этого неравенства будеть меньше всякой данной величины 2, иначе, 
что съ неопредфленнымь возрасташемь » вфроятность заключаться 


Рае... 5 е и г 
отношению -_ появлеши событы въ п испытай къ числу испытанй 


въ предфлахъ сколь угодно близкихь къ вфроятвости р собыщя Е, 
будетъ стремитьея къ единицЪ, т. е. достовЪрности; а это и есть тео- 
рема Якова Бернулли. 

48. Предыдущй выводъ въ другомъ нЪфеколько изложени читатель 
найдеть въ „Теори Вфроятностей“ профессора В. П. Ермакова. (Кевъ, 
1879 г.), 

Покойный академикъ В. Г. Имшенецьй въ статьБ: „Элементарный 
выводъ закона большихъ чиселъ теор!и вфролтностей“, помфщенной въ 
Т томЪ 2-й сери „Сообщей Харьковскаго Математическаго Общества, 
1889 г.“, показаль, что при надлежащемьъ обобщени према доказа- 
тельства проф. Ермакова, получается прямой и весьма простой выводъ 
закона большить чисель, какъ назваль Пуассонь съ своемь сочинени 
Веснегевез зиг а ргобаЪ 6 4ез }изешениз, 1837 г. одно, весьма общее 
предложен!е (заключающее въ себЪ теорему Якова Бернулли какъ частный 
случай), относящееся къ тому случаю, когла вфроятность событя мо- 


= 59. — . 


жеть измфняться отъ одного испыташя къ другому и вообще & рё!о 
неизвфетна. Ч 

Въ виду того, что событЁя такого рода наиболЪе часто представля- 
ются въ природф и жизни сощальной и потому законъ большихъ чи- 
сель имфеть большое значеше, мы дадимъ здЪеь выводъ Имшенецкаго 
въ нфеколько измЪненномьъ изложени, приблизивь его къ выводу тео- 
ремы Якова Бернулли, данному нами по Чебышеву въ предыдущем $. 

Означимь чрезъ р; и 4, вБроятности случиться и соотвЪтственно не 
случиться событшю Е въ 1-0е изъ п испытан, такъ что слЪдовательно 
для всякаго $ оть 1 до и будемъ имфть: 


рН =1. (1) 


По второму закону вЪфроятность случиться событо Е т разъ въ п 
испыташй въ опредфленной ипослЪдовательности представится ипроиз- 
ведешемь: 


Р-Р - Ро, - Ры-Чу Чье Чыы т (2) 
вычисливь это произведене для веЪхъ возможных послфдовательностей 
при повторени событ1я Е т разъ въ п испытав и взявъ сумму, по- 


лучимъ по первому закону искомую вЪфроятность случиться событию т 
разъ въ ® испытан: 


Ри. = Ура -Рь-Р,- > Рыб, - Чу, и (3) 


тдЪ сумма распространена на всЪ возможныя ипослЬдовательности, при 
повторени буквы р т разъ, буквы 4 » —т разъ. Нетрудно видЪть, что * 
это Р,.„ будеть коэффишентомъ при &" въ разложени такой функщи: 


= ти 


у®= Печо= У р... (4) 
ч= т=0 


Продифференцировавъ это равенство два раза, будемъ имфть: 


"= гоу ты У тр, „1; 
= ы з 


Е) 


= 


2 
по-У Е-тоУ (5) 
т А й 


Ра = 


= у т(т— ПР, „2; 
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или упрощая еъ помощю предыдущаго: 


ь Е 
70-7 х Е МЕ 


= у т(т—1)Р,. „2“. 


(6) 


Полагая въ (4), (5) и (6), г=1, будемъ имфть на основани (1) сл$- 
дующее: 


(1) 
(8) 
(9) 
Складывая послЪднее съ (3), получимъ: 
х . = "= 
в) у ва-ю=. т, 
ину 
или, по (1): 

У "Ри: (10) 


т=в ыа ==» 1) 
НЫ ев, и-ЕР У 


вставляя сюда вмЪсто суммъ второй части ‘ихъ значешя изъ (7), (8), 
(9), будемь имЪть: 


х . й я Я р > ры ы гл 


или, упрощал: 


(12) 


о 


Разбивая лЪвую часть этого равенства на три суммы, какъ въ $ 47, 
и выбрасывая среднюю сумму, получимъ такое неравенство: р. 


= 


3 
которое усилится, если мы замфнимъ въ суммахъ лЪвой части (; = „) 


наименьшимъ его значешемь 02°; раздфливъ полученное посл этой 
замЪны неравенство на ©?, получимъ такое: 


ры мы 
и Е ; ( У» Ури, 
Р,„„+ > ни и 0, 
= и 


Предетавивъ теперь (7) въ. такомъ видЪ:, 


тины и ирфто "= 
У ры ры К У Раьеа, (14) 
=—о ино таить 


и вычтя изъ него предыдущее, получимъ: 


= Е: и=в 
мне Ул ру / 
| & Е... 
о а 
т 0 


тЕяр-ны 


(15) 


п п 


но лфвая часть здЪсь на основанши перваго закона есть ни что иное, 
какъ вфролтность заключаться числу т въ предфлахъ ир— по и ир-- по, 


= 61 — 


з : т 
которой равна вфроятность заключаться отношению ие предфлахъ 
р—®Фир-о: 


пе т; (16) 


прп 


а потому изъ (15) получаемь такое неравенство: 


Ура, 


х р: 


пен... (т) 


г 
для вфроятности заключаться отношению —— въ предфлахь р—© и 
ъ 


р-- о, гдЪ р пока произвольная величина. Если положимъ 


= “= 1 

Й ый (18) 
т. е, возьмемъ для р среднюю ариеметическую изъ значенй р, во веЪ 
п испытанй, и далфе положимъ: 


Ура 
= — =, (19) 


к 
Ув 
Г 


такъ что 4 будеть среднею величиною между самымъ большимь и са- 
мымь малымъ значешемъ вфроятности 4; не быть событию Е, для ве\хъ 
& оть 1 до ®, то какъ изъ (18) и (19) слфдуетъ 


у р.4, = пра, (20) 
= 


мы получимъ изъ (17) такое неравенство для вЪроятности заключаться 
. т 

отношеню -—— въ предфлахъ откловяющихея ва © въ ту и другую 
п 


сторону оть средней ариеметической изъ вефхъ значений р,: 


(21) 


= (6 = 


Изъ этого неравенства и слБдуеть законъ большихъ чиселъ, ибо по- 
ложивъ 
о=а (22) 


глЪ @ произвольно малая положительная величина, мы всегда можемъ 
затБуь и выбрать столь большимъ, что будетъ 


Че, (93) 


п г 


гдф в опять произвольно заданная малая положительная величина, такъ 
что надлежащимь выборомь числа испытан можемь сдълать сколь 
одно близкою къ единииь (достовфрности) въроятность заключаться 


В т 
отношению —,_ въ предълахь, сколь уюдно мало отличающихся оть сред- 


ней ариометической изъ значенй впроятности разематриваемаю события 
60 всь эти испытания. 

Теорема Якова Бернулли заключается въ этомъ предположени какъ 
частный случай: если веЪ р, равны между собою, то изъ (18) будетъ 
слфдовать р. =р, а изъ (19) (=1— р [въ виду (1)], и формула (21) 
переходить въ (16) $ 47. 

49. Въ 1866 г. покойный акад. П. Л. Чебышевь помфетиль во 2-мъ 
томЪ Московскаго математическаго сборника замфтку: „О среднихъ ве- 
личинахь“, иъ который даетъ элементарное доказательство одного об- 
щаго предложешя о среднихъ величинахъ, частнымь приложешемъ ко- 
тораго является законъ большихъ чиселъь Пуассона, и, какъ частный 
случай послфдняго, какъ сейчасъ видЪли, теорема Якова Бернулли. 

Имфемъ № величинъ х,у,2,..., изъ которыхъ первая принимаеть 
1 значений 


р зоо аньтй; (1) 


вфроятности которыхъ соотвфтетвенно суть 


Фа В, р, , ++: р» причемъ Ув =1, (1’) 


вторая—значешя чиеломъ #: 


У: №, - (2) 
вфроятноети которыхъ суть соотвЪтетвенно: 
Чи, 2, -- > ры > Фу причемь (2') 


третья—значеня числомъ п: 


т, М.Е. - 5, (3) 


съ вфроятностами 


т, т, ---9,,.-- 


т,, причемъ 


ый — 


У=н 


= 


(3) 


и т. д. Математическимь ожидашемъ какой либо величины называется 
сумма вофхъ ел значенй, помноженныхь соотвфтственно на ихъ вЪро- 
ятность. Мы означимъ такъ математичесвя ожидан/я первыхъ степеней 


и квадратовъ величинъ 2, у, 2:..- 


= 


Тв Уз, 


=" 


(4) в = уу УЧ» 


рее 


У= 


=, 


у=! 


Составимъ теперь выражеше 


"-},$ 


АТВ 


Раскрывая скобки, будемь имЪть: 


№ (авиа... 


= 
ай мы 
=. Уют 
= 
в= 
Е 2 
= 94», 
ре 
Уп 


В С] 
2у, вУмьу, аут, Е. 
1 х 


.. (6) 


(7) 


— 6 — 
на основании (1’); (2°), (3'), (4) и (5) это приметъ такой видъ: 
=... За -Н2аа-2ав +...— 
(аа, +. Да-а. анк. = 


= Не: 2 Ра За ч.:. = т 
—(@ы-а-...», 
или окончательно: 
жа фь... =... (8) 


Раздфлимь теперь равенство (6) на эту величину, ‘умноженную на 
2; тогда получимь: 


не =«—... 


з 
ВЕНЕ ‚рт, = (9 
Па Ре... ] АА". (9) 


Замфнивъ теперь здфеь выражене въ () нулемь тамъ, гдф числен- 
ное значеше его не превосходить единицы, слФдовательно для тЪхъ 
системъ значенй 2, у, 2,-.. для которыхь сумма 


ау... (10) 


ве выходить изъ предфловъ 


а ре... «У ь+.. тие т..., 
- (1) 
а.о +... аа... ат... > 


для вефхъ же другихъ единицей, мы уменьшимъ вторую часть; но то, 
что тамъ останется, представить вЪроятность совпадешя тЬхъ значенй 
2,у,2,..-, для которыхъ сумма (10) выходить изъ предфловъ (11). 
Если означимъь чрезь Р вЪфролтность не выходить суммЪ (10) изь 
этихъ предфловъ (11), то это будетъ слЪФдовательно 1—Р. Такимъ 
образомъ чрезъ сказанную замфну получимъ веравенство: 


1 
а =’ (12) 
откуда найдемъ: 


В>1-\ (3) 
5 


ое 


для вфроятности Р не выходить суммЪ (10) изъ предЪловь (11). По- 
ложивъ 


(14) 
мы получаемъ изъ предыдущаго такую теорему: 
Т. „Если математичесвя ожиданя величинъ 
дум, у, ,..., (15) 
суть 
а, бб, -- 5 ба, у бь +. , (16) 


то вфроятность, что среднее ариеметическое № величины 2, у, 2, ... 
отъ средняго ариеметическаго математическихъ ожиданй этихъ вели- 
чинъ разнится не болфе какъ на 


ТуяРыНеЕ-:. ша... 
# 


и т ‚ (17) 


при велкомъ значеши # будетъь превосходить 


(18) 


Венк!Й разъ, когда количества (16) не превосходят какого либо ко- 
нечнаго предфла, то же будеть и съ ихъ средними ариометическими 
и ихъ квадратовь, входящими въ формулу (17), а слЪдовательно и 
корнемь квадратнымь изъ ихъ разности, и это какъ бы велико № пи 
было. Поэтому, выбравъ & достаточно большимъ, можно сдфлать коли- 


чество (17) сколь угодно малымъ. А какъ при всякомь # съ увеличе- 
2 


шемъ № до безковечности дробь р стремитея къ нулю, то мы полу- 


чаемь отсюда такую теорему: 
П. „Если математичесья ожидая величинъ 


ИВ ОНВЕ (19) 
и ихъ квадратовъ 
0}, 5, 03.... (20) 


не иревосходятъ какого либо конечнаго предфла, то вфроятноеть, что 
среднее ариеметическое № такихъ величинъ отъ ередняго ‘ихъь мате- 
матическихь ожидашй разнится менЪе, чЪмъ на какую нибудь данную 
величину, съ возрасташемъ числа № до со, стремится къ единицф“. 
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Если предположимъ теперь, что величины (19) приводятся къ’ 1 или 
©, смотря потому, случаетея-ли событе Е или нЪтъ, то сумма 


и, +0, --- 20, (21) 


лтредставить число повторевй событ1я Е въ № испытавй, и потому 


(22) 


будетъ его отношеше къ числу испытаний. Если р,, р,, - ру суть значе- 
н!я вфроятноети случиться событшю Е для перваго, второго, ... №аго 
испытан, то математическя ожидашя величинъь 0, и ихъ квадра- 
товь 0} будутъ: 


р -Ра-р).0=р,  (@=1,2,... №) (23) 
р-р). 09=р,, = 1,2,... М) (24) 


т. е, приведутея къ вЪроятностямь р,, р.,.--ру, и слФдовательно 
«реднее ариеметическое ихъ ожиданий къ средней ариометической этихъ 
вЪроятностей: 


рр. РР 
ев 
Велфдетые этого, изъ предыдущей теоремы вытекаетъ такая, выра- 
жающая законъ большихъ чиселъ: 


Ш. „Въроятность, что отношеше числа повторешй событ1я къ числу 
испытан разнится отъ средней ариеметической величины вЪроятности 
событ!я въ эти испытавя менфе чЪмъ на какую нибудь данную вели- 
чину, съ увеличешемь числа испыташй до безконечности стремится къ 
единиц“, 

Въ частномъ случаЪ, когда вфроятность событ!я во вс испыташя 
остается одна и таже, отсюда получается, какъ уже показано выше, 
‘теорема Якова Бернули. 

50. Въ предыдущемъь $ мы предполагали вмфетВ съ Чебышевымъ, 
что величины 2, у, 2,.-. получаютъ рядъ отдфльно стоящихъ зна- 
ченй; проф. И. В. Олешинскй распространилъ доказательство Чебы- 
шева на тотъ случай, когда онф принимаютъ каждая непрерывный 
рядъ значен!й, первая от 2, до ж;, вторая отъ у, до’у,, третья отъ 
25 ДО 2, ит. д. Въ этомъ случа ихъ вБроятности будуть  функщями 
ихъ значенй: 


р=И®, 49=9%, тг=у(а),..- (1) 
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и’ суммы 17), 2), 3). и (4), (5), (6) предыдущаго $ обратятся въ инте- 
гралы: 


[пои а, и [олд ь- |" 2?/(т)ах, 
® о ® 


м т , 
| Ф(х)ах =1, ›(2) ь- | уФ(у)ау, 1(3) в [узо (4) 
и о 


% 
р (2) =1, в, = пе ы с. = Г 234 (2) а. 
ит. д. 
ма | [м 
Пе | | (ее. лаем) ...дтдуае..- 
чу“ % 


=а--ы Не, -+... -@-—м-е@-.... (5) 
Д»Ъля это на 
(и, -е +... -@—и-@—..), (6) 


будемъ имть: 


м [и [м /2-Ну-Не-Н.-- ав -с—.. 
а Е 58:(7 
а ГЫ. АЕ и Годы ).- деда (7) 


Замфняя здфеь, какъ и выше, выражеше въ () нулемъ, когда оно 
не болЪе единицы, и единицей, когда оно болфе единицы, мы вторую 
часть уменьшимъ, и въ тоже время сведемъ на вфроятноть 1—Р, 
что значеня х, у, 2,..- даютъ для суммы 


#уе-+.. (8) 


значен!я, выходящя изъ предЪловъ 


а-Ры-е-+... ауры... 


(9) 
а -Р 6 На-На ие... -@-в-=е=...; 


откула для вфроятности Р. не выходить изъ этихъ предЪловъ‘ полу- 
чимъ такое неравенство: 


>15. ‘ао 


и — 


51, На оспованш теоремы Якова Бернули мы ‘можемъ ‘опредфлить, 
каково должно быть отношене между ставкою и‘выигрышемь для‘ 66з- 
хобидности игры или лотереи, т. е. для того, чтобы выигрышь или’ про- 
игрышъ быль дфломъ случая. Положимъ, что игрокъ А ставить’ каж- 
‹дый разъ <, а когда выигрываеть, то получаеть В. Пусть ‘р будеть 
вфроятность для А выиграть въ одну игру. Еели изъ я сыгранныхь 
мартй А выиграль эн, то его окончательный выигрышъ будетъ: 


тв—па; (1) 
это можно такъ представить; 
пр нежна (т 9) на (м фьь- 5). (2) 
Пусть 
= = ==, (3) 


‘означал слфдовательно чрезъ & абсолютное значеше этой разности. 


По теорем Якова Бернули ‘всегда можно найти ‘столь большое зна- 
чеше п, что будеть 


а 
р (4) 


а 
«слЪдовательно 8 — па по (2) будетъ одного знака съ р к т. е, 


> 0, когда ра -+ь, и < 0, когда р = — 1; слфдова- 


‘тельно въ первомь случаЪ А на посл$докъ будетъ всегда въ выигрыш, 
во второмъ всегда въ проигрыш: игра въ обоихъ случаяхъ слЪдова- 
тельно не будетъ безобидною. Отсюда видимъ, что для безобидности 
нужно принать # =0, т. е. 


Я. (5) 


т. е. для безобидности игры или лотереи отношеше ставки къ выигры- 
шу должно равняться вЪфроятности выиграть игроку А партию. Если 
играютъ двое, А и В, вфроятности выиграть партво для которыхъ 
<оотьфтетвенно озвачимъ чрезъ ри 4, причемъ 


р+ч=1, (6) 


‘предполагая, что одинъ изъ нихъ непремфнно выигрываетъ, а ставки ихъ 
чрезь а и 6 соотвфтетвенно, то изъ предыдущаго легко вывести, каково 


—010-—— 


должно быть отношеше между ставками обоихъ для безобидности игры. 
ДЪйствительно, 4 ставить а, ‘а когда выигрываеть, то’ получаеть’ и 
свою ставку и ставку игрока В, слфдовательно «--6; слЪдовательно, 
то, что въ предыдущей задач» было означено чрезъ <, теперь есть а, 
а то, что тамъ было означено чрезь @, теперь есть а-Н%; полагая въ 
(5): «=а, В =а- В, мы будемъь имфть: 


а 
уче СИ (7) 


откуда по извфетному свойству пропорщи (= какЪ р = "), получимь: 


(8) 


или по (6): 
=?) › 


т, е. ставки должны быть пропорщюнальны вфроятностямь выиграть 
партию. 


ГЛАВА У|-я. 


Опредфлеше вЪроятностей а роз{ечюгу. 


52, Теорема Якова Бернули, также ея обобщене—законъ. большихь 
чиселъ Пуассона, указываютъ на возможность опредфлешя вфроятности 
& розёемогё производя большое число испытав и отмЪфчая всяюЙ разъ 


ь ы т 
появлеше ожидаемаго событн, мы будемъ имфть въ отношени — чи- 
п 


сла т появлешя собыя къ числу п испытавй приближенное значеше 
вфроятности р событёя и тЪмъ болфе точное, чЪмъ больше число про- 
изведенныхь испытанй. Опредфлению вЪфроятностей & розбемот! будеть 
посвящена настоящая глава. 

53. Когда мы не знаемъ величины вфроятности р событа Е, то для 
наеъ всЪ слЪдующя значеня ея раввовозможны: 


а: и— 


, (0 


число которыхъ есть М—1, гдЪ № число очень большое. Означая 
чрезъ Р вфроятность каждаго изъ этихъ значевй р, каждой зитотезы, 
мы будемъ имфть по первому закону вфроятностей: 


(\—ПР=1, (2) 
откуда 
1 


Р= т (3) 


Теперь, вфроятность случиться событпо т разъ въ п испытанй, въ 
предиоложеши, что 
й 
2=м, (4) 


по формулЪ (10) $ 33 такъ представится: 


нее я (х) (2) - й 


О 


ВЪроятноеть предположеня (4) насчеть значен!я р по третьему за- 
кону опредфлитея такою формулою: 


=! [2 у (. 2 8 1 

т! (п — т)! \ № и "М-1 
Е ВИ Е ры ВЕК, 
Хы м № р: 
—о 

гдЪ мы могли начать суммироване съ нуля вмЪсто едивицы потому, 
что прибавленный къ сумм членъ есть очевидно нуль; верхнимъ же 
предфломъ написали № вмфсто № — 1 соглаено установленному въ Тео- 
и конечвыхъ ‘разностей правилу писать верхнимъ предЪломъ непо- 
средственно слфдующее число за самымъ большимь значешемъ аргу- 


мента суммы. Сокращая (6) на общихъ множителей числителя и зна-. 
менателя, будемъ имфть: 


) (6) 


(7) 


Съ помощю этой формулы на основан и перваго закона для вфро- 
И 


ятности что р имфеть одно изъ значенй 


49 УТ г №8 
их м. М’?! 
мы найдемъ такую формулу: 


(3) 


ег 


= (9) 


Мы предположили здфеь № числомъ очень большимъ, а потому мож- 
но входяния сюда суммы замфнить интегралами, причемъ погрёшности 
& ие, которыя мы сдфлаемъ соотвфтетвенно въ чиелителЬ и знаме- 
нателф выражешя (9), будуть одного порядка съ членами суммъ. СдЪ- 
лавъ это, будемь имфть: 


Гоа) ++ 


У 


7. 


РР ен 


(10) 


М 


Полагая здЪсь пая слфдовательно 41 = Мах, далфе ъ =, 


й 
=, и сокращая за тёмъ на №, мы получимъ: 


р. 
Га ата: 
9“ = 3о 


2 


== . (и) 
1—2)" 
|. м 


Переходя теперь къ предфлу, положивь №М==2, мы получимъ окон- 
чательно такое выражеше для вЪфроятности, что р имфеть значеше ле- 
жащее между х, и х,: 

Га я я)" а 


о. (12) 
ы у =" (1 — хтах 


53. Входящ въ знаменатель этой формулы интегралъ 
т 
| = —2)“тах (1) 
о 


легко вычисляется, Полагая 2” = 4%, (1 — 2)""=и, по формул 
интегрирован!я по частямъ будемъ имЪть: 


На м 
ети -- = 


Ел Е а" 1—2)" ах; (2) 


. 
но 
ат =". = — "(1 х—1); 


слфдовательно равенству (2) можно дать такой видъ: 


Г БЕ ФАлЕ ар 


[о —а”""а= ея 


п—т и: т 
я [70 2)" ах -! &е 


[а а)" аз, 


откуда получимъ: 


|0 а" ах а и [о 2)". (3) 


= ‘94 = 


Взявъ опредфленный интеграль отъ 0 до 1, будемъ имфть: 


: „т. —= бе. ь "—®— 
|: (1—)" «ет | “0-9 1 ах. (4) 


5 


Перемфняя здЪеь ж на п—1, п—?2, 
гралъ къ такому: 


„.т-1, мы сведемъ инте- 
ы 1 
т "ах = и (5) 


и перемножая полученных такимъ образомъ равенства, по сокращеши 
найдемъ: 


а 
дей (и—ти-т-—1..-3.2.1 5 
[а та (п И.п. (и— 1)... 2) т- 0 (6) 
что можно и такъ предетавить: 
а С 
[аоетае ра .28 (6) 
Чо 
Вноея это въ (12) предыдущаго $, будемъ имЪть: 
Е НИЕ 
пи ый | _—“@ ев ® 


Эта формула напоминаеть своимъ видомъ формулу (10) $ 33: 


Е рр р (3) 
т! (а — ти ЯР ь 

въ которую переходитъ, если чрезъь р обозначить нЪФкоторое среднее 
значене между 2, и 2,; тогда, такъ какъ подъинтегральная функщя 
не мфняетъ своего знака между предфлами интеграла, по извфетному 
предложению интегральнаго исчислен!я мы будемъ имЪть: 


| д" (1—4 (п) [д (5 — =) [1—0 (9—2) -"; (9) 
> 
полагая 2, --0 (2, —2)==р, мы получимъ отсюда: 


[ла — ата = (а, — 2) р"(1— р)"; (10) 
=, 


внося это въ (7) и принимая тамъ еще 


"(а —ж=1, (11) 


сл$довательно 
1 
пт’ (12) 


мы переведемъ формулу (7) въ (8). 


55. Формула (7) предыдущаго $ даетъ вфроятность заключаться вф- 
роятности р событя Е въ предфлахъ 2, и 2,, когда это событ!е слу- 
чилось т разъ въ я испытан. Эта вфроятность рр измфняется, какъ 
съ шириною промежутка отъ х, до х,, такъ и съ положешемь его въ 
ряду 0—1 веЪхъ возможныхь для вЪроятности р событа значенй. 
Если пожелаемъ опредфлить шахйпит этой вЪроятности, то должны 
фиксировать ширину интервала отъ 2, до 2,, чтобы сдфлать вопросъ 
опредЪленнымъ: тогда вопросъ сведется къ опредфлению положешя се- 
редины этого промежутка въ ряду всЪхъ возможныхь для р значенй. 
Для насъ особенное значеше имфеть случай безконечно-малаго проме- 
жутка. Итакъ положимъ 


5 (1) 
гдЪ © безконечно малая величина, и 

(2) 

(3) 

Внося это въ формулу (7) предыдущаго $, будемъ имфть: 
1 
41 
а 
аа т! (п — т) | ат ах. (4) 


Дифференцируя это по # и приравнивая результатъь нулю, получимъ 
такое уравнеше для опредфлешя того значешя {, при которомъ 
ата : 
‚ можеть быть шахипии: 


т 


> 


Се И А 
Е Иен) (1-1) 5 


или, разлагая по степенямъ & и сокращая: 


ад" т —)—(в—м)й-..- 


‘или, еще упрощая: 

аа" т—---.-. =0, (6) 
тдЪ точками обозначены члены съ высшими степенями &«. Пренебрегая 
ими, мы получимъ отсюда три значеня: 
о 
® 


1—0, 1=1, =; (т) 


но изъ нихъ первыя два не годятся, ибо для перваго событе не мог- 
ло бы повториться эт разъ, для второго оно случилось бы всЪ » разъ; 
остается третье: 


р (8) 


которое даеть наивфроятнЪйшее значеше р въ предположени предфловъ 
1 
1+5 а 
звачен! для р безконечно близкими. Что вЪроятность +7 я для это- 
4 


23а 


го значеня будеть шахипит, слфдуетъ изъ того, что во второй ипро- 
изводной главный членъ, какъ то видно изъ (6), будетъ: 


(=). г тео. (9) 


т! (п — т)! | в п 
Формула (8) показываетъ, что наивфроятнЪйшее значеше для р 6бу- 
детъ равно отношению = — результать согласный. съ теоремою Якова 
Бернули. 
56. Раземотримъ теперь, какъ вычисляется вЪроятность находиться 


числу р въ предфлахъ Е А и = -+,, близкихъ къ наивфроят- 


нфйшему значеню р, т.е. а По формулЪ (7) $ 54 имфемь: 


о бАНЫЕЫ 


ие обе 
а, И “(1—3 ах, (1) 
Я «+ 
положимъ 
==” +2; (2) 


тогда предфлами интеграла по 2 будуть В, и В,, и мы будемъ имфть: 


® В " „т 
+в (и 1) | (*+.) т :) ры @) 


И ти Ш—фт)! ь п 


или 


вы Г + ".).( гы о 
"—т 


я тит) я" * т 


Предполагая т, п, п— т очень большими, можемъ первый множи- 
тель предъ интеграломъ преобразовать съ помощю формулы Стирлин- 
та [(1) $ 38], кавъ то было сдфлано для Р,.„ въ $ 38; тогда второй 
множитель предъ интеграломъь сократится, и мы. будемъ имфть: 


м Е а № д ми 
ПБ И ыыы (5+2) и) 4. (5) 


Чтобы избавиться отъ большихъ показателей подъ знакомъ интегра- 
ла, мы прибфгаемъ, какъ въ $ 38, къ логариеомамъ, съ помощю разло- 
жешя которыхъ въ радъ по формуламъ (а) и ($) названнаго $, оста- 
навливаясь на членахъ съ 2, находимъ: 


105 [( В = :)( а ев + ни 


откуда 


(+) аа ы 


т 


Для того, чтобы можно было воспользоваться формулами (а) и ($) 
$ 38, должно быть 


в 
п—т 


аа, .<ь () 
т 


—— 78 — 


что конечно будеть выполнено, если численныя значеня В, и р, 6у- 
п—т 


дуть менфе наименьшей изъ дробей и и . Внося изъ (7) (отбро- 


сивъ тамъ члены обозначенные точками) въ (5), находимъ: 


ТЫ п п аа 
в] = — Зы) + 
"+ Уж 5 42 (9) 
Полагая 
а 
ИУ жби, (10) 
т? п? 
® ИА. Иже. аз 


мы получимъ окончательно такую формулу для искомой вЪроятности 
заключаться р въ предфлахъ близкихъ къ 2 
в 


(12) 


(18) 


Изъ этой формулы опять можно получить теорему Якова Бернули, 
ибо вфроятноеть заключаться вфроятности р въ предФлахъ при ./ та- 
же, что заключаться разности 


2 г въ предЪлахъ ТСС (14) 


пз 


выбравъ & такимъ, чтобы вторая часть въ (13) отличалась бы отъ 1 
на сколь угодно малую величину &, мы можемъ затфмъ выбрать п 
столь большимъ, что будетъ 


ЕЕ (15) 


тд @ произвольно-малая величина, и слЪдовательно надлежащимь вы- 


т 
боромъ числа » сдфлать вроятность—отличаться р отъ ен 88. СВО 


—. 99: — 


угодно малую величину, сколь угодно близкою къ единицф, согласно 
съ теоремою Якова Бернули. То что мы теперь сдЪфлали, представляеть 
обратное тому, что было сдфлано въ гл. ТУ: тамъ намъ было дано р, 
и мы нашли, что ст увеличешемъ числа испытавй я, отношеше 


т Е ь и 
—_‚ числа наступленя событ!я къ числу испытав, стремится къ р; те- 
п 


перь, не зная р, мы нашли, что наоборотъ, наивфроятнЪйшее значение 
р будетъ равно этому отношеню. 

Такимъ образомъ обратнымъ путемъ пришли къ тому же выводу-- 
теорем Якова Бернули; чрезь это прюбрфтено надежное основаше для 
опредфлевя вфроятностей & розземот путемъ опыта и наблюденй, на 
на чемъ основана вся статистика и построенных на ней учрежден: 
сберегательных, эмеритальныя кассы, страховаше и проч. 


ГЛАВА УП-я. 


Опредфлене вфроятности’ будущихъ событй по наблюденнымъ. 


57. Найдемъ вЪфроятность случиться событ!о т’ разъ въ’ испытаний, 
не зная его вфроятности, но зная, что въ я испытав оно случилось 
т разь. Мы тогда рёшимъ залачу, выставленную въ заголовк® главы, 
задачу опредфлев!я вфроятности будущихь событй по наблюденнымь. 
Эта задача рЪшаетея по четвертому закону, подобно тому, какъ задача 
предыдущей главы была рЬшена нами на основаши третьяго закона. 

Въроятность случиться событшо Е’ разъ въ #’ испытан! въ гипотез 


=, @ 


выразится по (3) $ 34 такою формулою: 


мы ® 


вфроятность же самой гипотезы (1) по (7) $ 52 выражается такъ: 


(Ве) 


ТЕ (3) 
2-2) 


а потому по четвертому закону— формула (7) $ 25, мы будемь имфть 
для искомой. вфроятност К„.„, случиться событ!ю т’ разъ вь п’ ис- 


пытанй, если оно случилось 2 разъ въ * испытан, такое выражене: 
ня п” (26 >. В р У а 
ы № т" —т)! | М М У М 
К, У А=У 
Ао о ОМИ, жы 
М м 


‚ (+) 


‘или и : 
Е 
Ким бе Е ии! 
2(5)(-з) 


ЗамВняя здфеь суммы интеграломъ, подобно тому, какъ то было на- 
ми сдфлано въ $ 53, мы сдфлаемъ погрфшность одного порядка съ чле- 
нами суммъ; по введеши же новой перемфнной и положени М№==, 
мы получимьъ точную формулу: 


| (1—2) (1 — 2" ах 


п’ 


Ки 7 17 — т)! 


т ее 
| (1 — 2)" (1 — 2)" а 
о 


Входяние сюда интегралы суть Эйлеровы первого рода, которые бы- 
ли нами вычиелены въ $ 54 [формула (6)]; внося ихъ значеня, опредЪ®- 
ленныя по этой формулЪ, мы будемъ имфть такое выражене для иско- 
мой вЪроятности Кии: 


с ве п! битая —т-т) ФИ (6) 
"т те — т)! * (ии "т! (п— т)! 


Примпръ. Если въ в испытавй событ!е случалось каждый разь, то 
какъ велика вЪроятность, что оно случится въ п-- 1-е испытане? От- 
вфть даеть наша формула, въ которой слфдуеть принять т=», 


п’ =1, т’ =1; по сокращен и мы получимъ: 
т 
Кл а’ (7) 


(такъ какъ принимаютъ 0! = 1). 


58. Найдемъ теперь наивфроятнзйшее число повторений событя въ’ 
испытан!й, если въ ж испытан оно случилось эт разъ, т, е. то зна- 
чеше »’, для котораго К„.„, опредфляемое формулою (6) предыду- 
дущаго $, получаеть наибольшее звачеше. К„.„„‘будеть шахипии для 
того значен!я 2’, для котораго будетъ 


Кии Ки ы > Кита- (1) 


=. 2 


Подставляя сюда вмфето К.) Км И К„.„ца ИХЪ выражешя 
по формулЪ (6) предыдущаго $ и сокращая на одинаковые множители, 
въ нихъ входяпие, получимъ: 

(ия —т— тая’ —т—т--1) — (ти) (инт) = 
(ит (я —») = т’ (п—т') 


=(т-Е я’) тт НП. 
> тычи ' о 


написавь ихъ отдЪфльно, можно будеть еще сократить, такъ что полу- 
чатея тав!я два неравенства: 


вт —т—т-1 <т"-т 


п —т’--1 м” (8) 
пт —т—т тт -1 
я Ро НЕ (4) 
или, отнимал оть обфихъ частей каждаго по единиц; 
п—т т 
а Е т’! (5) 
пт т. 
ЕЕ > Е ; (6) 
освобождая ихъ оть знаменателей, получимъ: 
(иШ—т)т' < т(и—т- О, (1) 
ити 0>т(и —м), (8) 


откуда, сокращая первое на — ит’, второе на — т (т’-- 1), получимъ 
тавйя` два: 


пт’ <т( 1, (9) 
пт ти, (10) 
или 
ту, @) 
те; (12) 


отсюда слфдуетъ, что и’ есть цФлая часть оть те 1); т. е. 


т Е -НУ. (13) 


= и — 


Если ту есть цфлое число, то въ (11) и (12) можно взать 


въ одномь и знакъ =, и тогда будемъ имфть два значе для и’: 


тат, (14) 
тии 1. (15) 


Приму». Снимали карту съ полной колоды двадцать разъ; фигура 
попалась восемь разъ; найти, каково будетъ наивфроятнфйшее число 
вскрытй фигуры въ 9 новыхъ такихъ же испытан? Полагаемь # =20, 
т=8, п’ =9; будемъ имфть: 


их хан А 
ти 0-0=4; 
число цфлое; слЪфдовательно по (15) другое наивфроятнЪйшее число 


вскрыт фигуры въ 9 испытавй будетъ 3. 
59. Найдемъ теперь приближенную формулу для вфроятности К, 


з’;т, 
[(6) $ 57] въ предиоложени, что т’ близка къ наивфролтнЪйшему сво- 
ему значению, и числа п, т; п’, и’ веЪ очень большя. Для эй’ близ- 


т О 
кихь къ Е- (п'--1), можно положить 
в 


В 
=. +2, [9 


гдЪ 2 будетъ очень малая величина въ сравнеши съ ж. Въ этомъ слу- 
чаЪ можно сперва при помощи формулы Стирлинга: 
1 


1.2.3... 2= ая е-= (2) 


величину К„.„ такъ представить: 


1 в--1 п’(т т) (и-т —т— тя 
К, НИ т'(п' —т') (в *)т(п —т) 9, @) 
тдЪ для краткости положено: 
е=4.В.0.Р.Е.Е, (4) 


в- ( - ъ’ в Е 
т —т 
ыы’. эти" ь 
с (1+) я 
: ДС (5) 
ры пя —т—т' Я 
( в” ) я 
‚-(5) 
т 
2=( 7 5, 
п—т 
Положимъ теперь 
т а; 
« | ©) 
==?; 
тогда будемъ имЪть: 
т = та; 
| (7) 
п =; 
далфе 
ти а т- 2 (8) 
и слЬдовательно: 
тт = (1-»н-#; 
т —т=т(1—9—#; 
в —т =п (1—9); (9) 


ит =в (1); 
пт —т—т=в (1-2) (1-9) -2; 
внося это въ (3) будемъ имфть: 


1 п--1 пт [а (1-Е) п [и(1--т) (1—9)—2 п 9. (10) 
т" Узлн(--Ю-Н" (дти-Еаи аа) —2иА-Ет)иа 9) 


Здфеь множитель передъ корнемь можетъ быть замфненъ чрезъь — т т 
1 
съ погршностью порядка въ погрёшностью не меньшаго порядка 


можно пренебречь величиною 2 подъ знакомъ радикала; а тогда сдЪ- 
лаетея возможнымь сокращене подъ знакомъ радикала на нЪкоторыхъ 


множителей, послф чего, подводя притомъ подъ знакъ радикала, 


1 
1»? 
выражене (10) приметъ такой видъ: 


1 


Ул? (1-Е +) 


К» = 
4) 


(11) 


Что касается до ©, то тамъ пренебречь величиною # нельзя въ ви- 
ду большихъ показателей; для приближеннаго его вычисленя нужно 
получить приближенный выражешя входящихъ по (4) въ составь его 
множителей при помощи формулъ: 


108 (1-2) = ге. 
. (12) 
ша-и=-#- 


Такъ какъ въ силу (7) и (8) будеть 


по ее 
= (5: ь (#8) 


то 


пд (а, = 
=— (908 = р 
—- бы +9) [4+ Нат (*- + = 
ом 


г 1 
такъ что съ приближешемъ до величинъ порядка ет будетъ: 


7 
105 А (апь-- =) ю59а—=— м. (14) 


и — 


Далфе, въ силу (7) и (9): 


вы ит. ы 
тая 2 5) 
слфдовательно 
102 В [п (1 — 9) — #105 Г = ЗЕ *) ыы 


=— [и*(1—9)—=] т 


==ша-д—4 [че-о- На а т |= 
пт (1—9) 2[ (1 — а) 
о ый --— иаа +: 
такъ что съ тою же ыы можно принять: 
т (16) 
Складывая (14) и (16) получимь: 


= з 
А. В) — мова чи ( = эко: 


Точно также, (или еще проще, перемфняя въ этой формул т на 
1-Е? и мЬняя знакъ на противный, какъ то легко усмотрть, срав- 
нивая С съ Ли Деъ В), мы получимъ: 


1080.0) = ва -- Гл -а — два — 9] пи) + 


2 
1 -ича=9' о 


Далфе имфемъ еще по (5), (7) и (9): 
108 (Е.Е) = — и [аюза-- (1 — 9)105(1— 9)]. (19) 


Складывая (17), (18) и (19), по сокращен въ виду (4) будемъ имЪть: 


[ТЕТ ы (0) 
ой ая] 2тт(1--+)41—9’ 


== 78. -— 
и слфдовательно 
Е 
0=е эафиа-я. (21) 


Ветавляя сюда вмфето 2 его значеше изъ (8) и внося затЪмъ резуль- 
тать въ (11), будемъ имфть искомую формулу: 


1 (фм 
К иуа-+уча 9). (22) 


"Изя (ЕЕ) 


60. Пусть теперь М, и М, обозначаютъь два числа близ я къ 
Тир -- 19; тогда вфролтноеть заключаться числу 9%’ 
повторешй собышя въ предфлахь №, и М,, которую означимь чрезь 
т по первому закону будетъ: 

==М 
пи:= У К... (1) 
==м, 

Такъ какъ т’ лежитъ въ предфлахъ близкихъ къ наивфроятнЪйше- 
му своему значению, то вмфето точнаго выраженя К,,.„ по формул 


(6) $ 57, мы можемъ сюда внести его приближенное выражеве, имен- 
но (22) предыдущаго $; тогда будемъ имфть: 


Мы. 
— е за. (2) 


ЗамЪнля здЪеь сумму интеграломъ, при чемъ погр№шность будетъ 
одного порядка съ каждымъ слагаемымъ, мы будемъ имфть: 


Пи\= ео аби. = (3) 


Узх узо 


1 г 1 (ину 


Полагая здЪеь 


Ч ый) 4 
Ут» (1-Е +) (1 — 9) ® 


будемъ имЪть: 
М. = пав И 2те (1 -т)а (1—9), 


р АВ (5 
М! = п» Уз ча — 9; 7 


— 88. .— 


и, внося это въ (3), дадимъ ему такой видъ: 


оежраия На 
УуаНа-я 1 [ое 

наи а-Я) У=|| ый © 

О 

Если = —& (случай наиболфе замфчательный), то 

аа 2-[“ 
ОУ а: (7) 

эчу-вузича- Ре а-9) Ух м 


Этимъ закончимъ теоретическую часть Теорм В роятностей и перей- 
демъ затЪмь къ приложеню ея къ вопросу, важному въ опытныхъ 
и наблюдательныхъ наукахъ, о наилучшемъ комбинировани результа- 
товъ опытовъ или наблюдений. 


ГЛАВА У!-я. 
Способъ наименьшихь квадратовъ. 


61. Пусть дана система жж уравненй, линейныхь относительно я пе- 
ремфнныхЪ 2,, 2, ... 2, : 


ал, Нат, ... Нат, =, 1, м) (1) 


при чемъ предполагается т > п. ЗдЪеь величины &, предполагаются 
взятыми изъ наблюденй, а потому несвободными отъ погршностей, 
которыя принимаются очень малыми; мы означимъ чрезъ е; ошибку ве- 
личивы 6,; тогда точныя значеня второй части уравневй (1) будуть 
соотвтетвенно $,--е,, такъ что точных значеня 2,, 2,,...2, вай- 
дутся изъ уравненй: 


аля, Рава, -- ... Кана, = -Не,- ит (2) 


Чтобы рЬшить эти уравненя относительно х,, помножимъ эти урав- 
неня соотвфтственно на 1, и сложимъ результаты для 1{=1,2,...т; 
полагая затЪмь 


Уши, Уча = 


= = 


мы будемъ имЪть: 
®= +404. @® 
=! 


62. Если теперь Ф(е;) 4е, вфроятность заключаться погршноети е, вЪ 
предфлахь е, и е.-- 4е; *), то будемв имфть: 


*) Для значеый изыфряемой величины, лежащихь, какъ обыкновенно бызаеть на 
практикЪ, не въ широкихь предфлахь, вролтность погрёшности измфреня можеть раз- 
сматриваться какъ функц только одной погрьшности, незавясящею, слдовательно, отъ 
самой измфрлемой величины. 


. — 190 — 


[код гы (1) 


ибо е; заключается навфрно въ этихъ предфлахъ. Далфе математическое 
ожидаше е,Ф(е,) @е; ошибки ‘е, дастъ, будучи взято для всфхъ возмож- 
ныхъ ея значенй, ивтегралъ: 


7 еФ(е) 4; = 


называемый неизбъжною ошибкою. Его находать изъ очень большаго 
ряда измфревй хорошо извЪфстной величины, считая сколько разъ повто- 
ряется каждая погрЬшность: раздфляя сумму ихъ, повторенныхъ каж- 
дал надлежащее число разъ, на число веЪхъ, и будемъ имЪть <; на 
основани теоремы Якова Бернули или закона большихъ чисель Пуас- 
сона (разумфется приближенно). Неизбфжную ошибку называють и 90- 
стоянной частью ошибки. 
Такъ какъ 


(2) 


ежа, (авы -Н(е,—«), (3) 
если положить 
=, (4) 


то е,— а, будеть случайная ошибка, а В, освобожденное отъ поетоян- 
ной ошибки значеше величины В,, или исправленное Ь,. Внося изъ (3) 
въ (4) предыдущаго 8, будемъ имЪть: 


ву ину ле ). (5) 


ЗдЪеь второй членъ неизвфетенъ, ибо содержить е,; если его отбро- 
сить, то получимъ приближенное значеше х,: 


„=У 5,4,, (6) 


съ погрЬшностью равною 
5 =Уле а). (т) 


Вефхь 4, числомъ т, тогда какъ уравневй (3) предыдущаго 8 ме- 
жду пими всего » < т; сл$довательно опредфлеше можно сдфлать на 


= 


тысячи ладовъ. Наилучиый изъ результатовь будеть тотъ, для кото- 
раго предфлы погрфшности &, будуть наитЪенЪйпие при одинаковомъ 
нисшемъ предфлЪ для нфроятности въ нихъ заключаться. Такую ком- 
бинащю данныхь уравненй, т. е. таыя значешя для 4,, и даеть спо- 
собъ наименьшихъ квадратовъ, какъ узидимъ ниже. 


63. Но прежде намъ нужно еще вывести нЪкоторыя формулы. Возь- 


мемъ интегралъ 


29(е)ае, = ., (1) 


предетавляюций математическое ожидаше квадрата е;. Овъ находится 
эмпирически, какъ интеграль (2) предыдущаго $, съ помощю тЪхъ же 
изиЪревй хорошо извфетной величины. Теперь возьмемь математиче- 
ское ожидаше квадрата случайной ошибки е,— ,; будемъ имЪть: 


прах 
| (ав (едае = 


т пора |") 


=, — 2а,. а, а? =8,— 


итакъ: 
Г (е,— (еде, = В, — а = и. (3) 


Это №, будетъ величина непремфнно положительная, какъ то слф- 
дуетъ изъ лфвой части этого равенства, гдЪ всЪ элементы интеграла 
положительные. Она зависить отъ качества наблюдешя: чфмъ оно луч- 
ше, тВмъ быстрфе убываетъ Ф(е,) съ возрасташемъ величины с,, и тЬмъ 
меньше будеть %,м?. А рйом произведеше #;и? можеть быть вычислено 
лишь, когда извфетна функщя ф(е,), чего никогда не бываетъ на прак- 
тикВ. Чебышевъ однако показаль *), что ассимитотически, съ увели- 
чешемъ т (числа наблюдешй) до безконечности, законъ погрфшностей 
стремится къ предположенному Гауссомъ: 


Ф(2) = уз сме. (4) 


*) О двухь теоремахь относительно кёролтностей. Приложеще къ тому Г Запи- 
сокъ Имп. Академш Наукъ. № 6. Сиб. 1887. 


— 3% — 


(Гауесъ вывель его изъ начала ариеметической средины *). Величина 
Уи, взятая со знакомъ -|-, называется среднею ошибкой (Гегтеиг тоу- 
еппе А статаге, ег шИШеге ЕеШег). По ней судять о точности на- 


блюденй, за мфру которой принимають величину обратно пропорщ!о> 
нальную этой величинЪ, именно 


1 


Узи. 9 


Весь наблюдешя принимается пропорцюнальнымь квадрату мфры 
точности; именно принимаютъ вЪеъ 


в 


(6) 


Отсюда ясно, что и средняя ошибка наблюденя, вЪеъ котораго при- 
нимается за единицу. 


64. Вычислимъ теперь математическое ожидаше квадрата погрш- 
ности 5, [(7) $ 62] вывода (6) (того-же $) для неизвЪстной х,. Если для 
каждой изъ входящихъ въ нее величинъ е, выберемъ опредфленное зна- 
чене, лежащее соотвЪтетвенно въ предфлахъ е; и е,-- @е,, то вЪроят- 
ность соотвфтетвующаго значеня &, по 2-ому закону (вЪроятности сов- 
падешя событШ) будетъь равна 

Ф(е,)ф(е,) - . .- Ф(е„) ае, 4е, . - 4е„; (1) 


а потому искомое математическое ожидаше 5? будетъ равно интегралу: 


та Е. ме | и де... ©) 


Раскрывая скобки, будемъ имЪть: 


ты | р | Унег-уч у Эде-вде— 


= = 


2 ,. 
-У*[ Фан: Гео [| Фа, 8) 


= та > 


”, 5 ко = < 
+2 ъ поем. [ оледжем.[" ооо, 


*) Сы. объ этомь въ „Опообф паименьшихь квадратовь“ В. П. Ермакова, КЧевъ, 
1887; вли въ „Теорм Ввролтностей“ П. А. Некрасова, Москва, 1896. 


ле. ме.ае. = 


кхе 


ИмЪя въ виду (3) предылущаго 5, а также, что по (1) и (2) 8 62 будеть: 
‚со со * эко 
| (е— ров [" обеде, | 9(е)ае=а,-—а=0, (4) 


мы будемъ имфть изъ (3): 


” 
—9-=ву кд. (5) 
= 
Согласно опредЪфленио предыдущаго $, корень квадратный изъ этой 
я 
величины, т.е. м ру 1,7? будетъ средняя ошибка значеня х,, опр\- 


= 


дЪляемаго формулою (6) $ 62, которую ошибку означимъ чрезь Е, (а), 


такъ что будетъ: 
ванн У 122. (6) 
= 


Ввося значеше изъ (5) во (2) настоящаго $ и дЪля об части его 
затЪмь на величину: 


ви У кд, (7) 
мы будемь имфть: 


- У нев з 
= е = =, 9 (6) 9 (6... .Ф(е„)ае,4е,..4е„, (8) 
ых. зы „У в 


Если выкинемъ здЪеь веЪ элементы интеграла второй засти, для ко- 
торыхъ выражеше. въ скобкахъ |}, обсолютно взятое, меньше единицы, 
т, е. для е, 6,,..-е„, удовлетворлющихь неравенствамь: 


-в Ух уелюзчьу Ува, 9) 


а въ остальныхъ элементахъ этоть множитель въ скобкахь замЪнимъ 
единицей, то правая часть уменьшится и представить вфроатность, 


— 94 — 
г ь 

что ев; имфють значешя неудовлетворяющия неравенствамъ (9); такъ что, 
т . 


= 
если означимь чрезь Р вфроятность, что е; удовлетворяютъ этимъ не- 
1 


равенетвамь (9), то послЪ сказанной замфны въ (8) направо получимь 
1—Р. Слфдовательно будемъ имфть тогда изъ (8) такое неравенетно: 


МЫ (10) 
откуда получимъ, что 


Р>1- в. (11) 


Таковъ ниспИй предфлъ для вфроятности, что &, будеть абсолютно 
не болфе в Ув . 
= 


65. Изь вебхь значенй 2,, опредфляемыхь формулою (6) $ 62, луч- 


шими будуть т, для которыхъ предфлы == (и Ув» для & при 
=! 


данномь #, слфдовательно по (11) предыдущаго $ при данномь нис- 
шемъ предфлЪ для вфроятности Р. въ нихъ заключаться, будуть тЪе- 
нЪйшими, какъ сказано выше ($ 62). Величина # данная; № зависить 
отъ качества наблюден!; единственно произвольных величины имфются 


" 

между 4,, которыхъ т, тогда какъ связывающихь ихъ уравнешй (3) 
й 

$ 61 всего » < т. СлЪдовательно нужно ихъ выбрать такъ, чтобы при 


з 

соблюден!и сейчась упомянутыхъ услошй функщя И оть 4,, опредф- 
т 

ляемая равенствомъ: 


= Ува, (0 


была тинииии. ЗдЪсь намъ нужно слфдовательно рЪшить вопроеъ объ отно- 
сительныхъ шахипа и шила. СлБдуя Лагранжу *), возьмемь функцию: 


\ аа... [в вы —1) +.. ал, (2) 


= = 


*) См. нашь „Курсъ дифференщальнаго и интегральнаго исчисленй“, (Съ примфрамя 
для упражнен!). Харьковъ, 1891 г. стр. 128 и елбд, 


— 96 — 


= 

и приравняемъь нулю ея частных производныя по 2,; будемъ имёть т 
т 

уравненй вида: 


9 
Ра шалавы =0. = 8) 
@=1,2,3, 4.1.) 
Отсюда найдемъ: 
1 
= — ор ааа. + шба-- ++ мыаь,); (4) 


внося это въ уравнешя (3) $ 61, будемъ имфть такую систему урав- 


нешй для опредфлешя м: 


У+ (арааи, Гавани, ---.--- адм, ----. Нарани,) =—2, (5) 


= 
Ур @,вави Ч анаьшу. ашан. г. ави)=о, 
т 


или, располагая уравнешя по неизвфетнымь №,, м,, -.. М, : 


бр 


Пусть А будетъ опредфлитель этой системы уравненй, такъ что, 
слЪдовательно 


‚ (т) 


= = = 


а А, его-мипоръ, отвфчающИй 7-му элементу й-ой строки, то изъ урав- 
ненй (6) будемъ имфть: 


ш=ф-. =, и) (8) 
Еели теперь внести это въ (4), то получимъ: 
1 
А д (Чи Чывя-.. Е Аа. Аьв,), ©) 


внося же это въ (6) $ 62, будемъ имфть: 


у нь. о 


О 
= = 


или, какъ легко видЪть: 


(1) 


ча 


= = 


[Что эти значеня 2, (9) дають шипит, а не шахипит функщи 07 
(1) настоящаго $), ясно изъ того, что эта функщя, какъ состоящая 
все изъ положительныхь члёновъ, не можеть имфть шахИпат|]. 


66. Для вычислешя средней погршности этого вывода для 27, [фор- 
= 
мула (6) $ 64], нужно найти значеше (7 для найденныхь значенй 4,. 
К 
Изъ (4) предыдущаго $ имфемъ: 


1 
р (мал мая шьаи-- << кубы) 


1 у" ау 
т #5... Я 


ре 


[о 


— выполняя возвышене въ квадрать, а затЪмьъ располагая результать 
по перемфннымъ му. Эта квадратичная форма и величинь и, можеть 
быть такъ представлена: ° 


у“ “у м"), сё 


я @ 


ибо на основаши уравнен! (6) предыдущаго $, опредфляющихь и, вс 
суммы по 7 обратятся тождественно въ пуль за исключешемт той, для 
которой 9=й, которая обратится вь —2. Внося сюда значеше м, 
изъ (8) предыдущаго $, будемъ имфть по (1) настоящаго $3: 


= А 
у = ет (3) 


Е.) =У Ами. @) 


Означивъ чрезь С, вЪеъ этого опредфленя =,, будемъ имфть по $ 63: 


@==—, 5 
"= Яы * = 


ибо роль ®, для отдфльнаго наблюдешя теперь, для нашего вывода 
В 


для 2,, играеть, У, какъ то мы видфли въ $ 64. 


= 


о м 


67. ТЬже выражешя для ко именно (11) $ 64, получимъ, если бу- 


демъ искать тЪ ихъ значешя, для которыхъ функшя и перемфнныхъ: 
т, 2,9: 


ие = У - (аля -Рана Е: Нар -Рана 8%," @) 


представляющая сумму квадратовъ случайныхь погрёшностей опредЪ- 
ленй В,, приведенных къ одинаковому вфсу, обращается въ шипит. 
Дъйствительно, дифференцируя по 2, и приравнивая результать, по 
разлфлеши его на 2, нулю, мы получимь такое уравнеше: 


— У бы аа. аи выл — Бао, ®) 


или, располагая по неизвфетнымь 2,, 2,,..: 2: 


: 
ада, ара, 
а 


гдф #=1, 2,...п. Отсюда, рышая эту систему по х,, получимъ для 
него то же самое частное двухъ опредЪлителей, какъ въ (11) преды- 
дущаго $, (только строки будуть теперь столбцами и наоборот). 
Итакъ дЪйствительно способъ наименьшихъ квадратовъ даеть ть же 
" 


1 


самыял величины для я,, которыя были найдены нами, когда мы иска- 
1 

ли ихъ подъ услошемъ, чтобы предфлы погрфшности были тфенЪйшими 

при одинаковомъ нисшемъ предфлф для вфроятности въ нихъ заклю- 

чаться; другими словами способъ наименьших квадратовъ даетъ наи- 


выгоднЪйния значеня, представляеть наивыгоднЪйшую комбинащю на- 
блюденй. 


„ „ 
68. Значеше У(2,) для такихъ значешй х,, которыя удовлетворяют 
1 1 


уравнешямъ (2) предыдущаго $, приводится на основан и этихъ урав- 
нешй къ такому: 


ааа авт. Нана, Вим +- аще) 


@) 


= 999 = 


или окончательно къ такому: 


„ 
т.е. 7(2,) выражается линейной функщей отъ значешй х,, 2,, ..7,, 
- з 


опредфляемыхь формулами (11) $ 65. По этой формулЪ 7) вычи- 
1 


сляетея легко, и тогда и У дастъ возможность судить о качеств 
‘результата полученнаго по этому споеобу, ибо если У мало, то откло- 
вев!я результатовь вставки полученныхь изъ (3) значенй г во (2) 
$ 61 оть вторыхъ частей ихъ не могутъ быть значительны. | 
69. Однако вычисленное такимъ образомь значеше 7) будеть 
меньше того, которое получится, если вмфсто нашихъ бшевй подета- 
п 


вимъ истинпыя ихъ значешя. Означимь послфдшя чрезь 2? и чрезь 
1 

= 

<, уклонешя ихъ отъ первыхъ, такь что слЪдовательно будетъ: 

1 


а). 1,9...) (1) 


„ 
Такъ какъ У(т,) есть функщя 2-ой степени своихъ аргументов, то 
1 
по строк Тэйлора будемъ имфть: 


(2) 
или, такъ какъ по (2) предыдущаго $ 
0) 9=1,8, 2.) (3) 
короче: 
тео = У) + ъ ) 6 ) 
эт 


Но изъ (2) предыдущаго $ легко видЪть, что 


И у ы. 


т 9) 


ат ‚ДРИ 


потому будетъ: 


: (6) 
® 
[5 в) >0; 
(2 
ибо веЪ {,> 0. Но въ такомъ случаЪ изъ (4) будеть слЪдовать: 
7) > У, (т) 


откуда и слфдуеть ‘сказанное, 


Примьчанще. Если означимъ чрезъ &, истинную погрЪшность #-го 
наблюдеши, а чрезь е, ту, которая получается послЪ подстановки въ 
* 


уравнешя величинъ 2,, опредфленныхь по способу наименьшихь ква- 
1 


дратовъ, то будетъ: 


" 
Уч (8) 
2 
у ау, —Ц=е,; (9) 
у 

вычитая послфднее изъ перваго будемь имфты 
ау (о — пе, 6} (10) 

или по (1): 
Уи, (1) 
= 

Вноея это въ (6), будемъ имЪть: 
зу 91, ах, < 5+ ай". из) 


9 


о. 


Далфе имфемь: 


(13) 


(14) 


внося изъ (12)—(14) правыя части вместо лЪвыхъ въ (4), мы дадимь 
ему слЪдующЙ видъ: 


(15) 


Отсюда еще яенфе выступаеть только что доказанное предложеше, 
Раскрывая скобки направо, получимь посаЪ легкихъ упрощен любо- 
пытную формулу: : 


У (16) 


70. Въ виду (3) предыдущаго $ мы будемь имЪть: 


072) __ > У, 
-ыю бб (1) 
9%) = длудх, * 

- 


а потому (4) предыдущаго $ можно такъ представить: 


1 07) 
7 = Ув ==" ®: (2) 
9— ь 
Изъ (2) $ 67 видно, что 
а; - 
ен 8) 


" 
гдЪ г истинныя случайныя ошибки (т. е. освобожденныя отъ постоян- 
1 


ной части); далфе изъ формулы (10) $ 65 [такъ какъ множители 2, 


— 1 — 


удовлетворяють услошямь (3) $ 61], получимъ 2}? перемфняя $, ва 
Ь-Н =; а потому будемъ имЪть для а, тая формулы: 


(4) 


Отсюда слфдуетъ, что вторая часть равенства (2) будеть функщя 
второй степени относительно величинъ &,, какъ и первая [ем. (13) пре- 
дылущаго $]. Если мы помножимъ обф части этого равенства (2) на 

Ф(в,)Ф(е,) ... Ф(Е„) ав, в, - . - 4= (5) 


и проинтегрируемъ по каждому &; отъ — со до -|- со, то налЪво получимъ: 


=, (6) 


1 
гдЪ м, средняя ошибка 2-го наблюдения, вЪеъ котораго есть ь, а и еред- 
О 


нял ошибка того, котораго вфсъ равенъ единиц; направо же первый 
членъ сохранить свой видъ на основан!и (1) $ 62; что же касаетел до 
второго, то, такъ какъ для случайной ошибки 


Г #Ф(5) 4 =0, (1) 


какъ то мы видфли въ $ 63, [(4)], всЪ удвоенвыя пройзведеня исчез- 
нутъ, квадратичные же дадуть такую сумму: 


А у у 4, =. и А г ы 4 > ты на, (8) 


т = Е | Е 
& 


ибо 


а © 


для 0=1,2,...п. Такимъ образомъ изъ равенства (2) получится 
слфдующее: 


тя = те) Ева, (10) 


откуда найдемъ: 


и= ——. (11) 
Эта формула дана была Гауссомъ. Внося это въ (4) $ 66, мы полу- 


чимъ для средней ошибки 2,, опредфаеннаго по способу наименьшихъ 
квадратовъ, такое выражеше: 


И 7 
ав-у ЖИВ. (12) 


МБра точности этого вывода, будучи обратна средней ошибкЪ ве- 
личины, помноженной на У? [по $ 63, (5)], выразится такою формулою: 


р 
= (13) 


У(вь) 


т—п 


Въ $83 67—70 мы такимъ образомъ показали, какъ находятся наивы- 
годнфйпия значешя ® перемфнныхь изъ и уравненй, доставленныхь 
наблюдешями, а также ихъ вфса и мфры точности; оставляемь чита- 
телю примфнить эти формулы къ простёйшему случаю п =1. 
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